Drumuri si curbe parametrizate

Definitie. Fie un interval compact [a,b] C R. Se numeste drum parametrizat in R?
(resp. R3) orice functie vectoriala T = (x,y) : [a,b] — R? (resp. T = (x,9,2) : |a,b] —
R3). Punctele 7(a) = (z(a),y(a), 2(a)) si 7(b) = (x(b),y(b), 2(b)) se numesc extremitatile
drumului iar multimea {(z(t),y(t.z(t))) : t € [a,b]} se nuemste suportul (traiectoria)

drumului. Ecuatiile
x = xz(t)

y=uy(t) , t€la,b
z = 2z(t)

se numesc ecuatiile parametrice ale drumulua.

Daca 7(a) = 7(b), drumul se numeste inchis. Daca functia vectoriala 7 este injectiva,
spunem ca drumul este simplu. Un drum inchis se numeste simplu daca 7|4 este o
funcrtie injectiva.

Un drum 7 = (z,y, 2) : [a,b] — R? se numeste neted daca functiile x, y, z sunt de clasa
C! (derivabile si cu derivata continua) si 2/(¢)* 4+ 3/(t)? + 2/(t)* > 0 pentru orice ¢ € [a, b].

Doua drumuri 7 : [a1,b] — R3 si Ty : [ag, by] — R3 sunt echivalente daca exista o
functie (numita schimbare de parametru) ¢ : [a1,b;] — [ag, by] continua, bijectiva, strict
monotona si astfel ncat 71(t) = T2(p(t)) pentru orice t € [ay, by].

Daca ¢ este strict crescatoare spunem ca drumrile au aceasi orientare iar in caz contrar
spunem ca drumurile au orientari diferite (opuse).

Doua drumuri echivalente au acelasi suport.

Exemplu 1. Drumurile

7i(t) = (t,V1—1t2), te]0,1]

To(t) = (cost,sint), t € [0’ g} .

sunt echivalente si ambele au drept suport portiunea din cercul trigonometric din primul
cadran. Intr-adevar, fie 7 : [0,5] — [0,1], cu 7(t) = cost pentru orice t € [0,7]. Atunci
T1(7(t)) = T2(t) pentru orice t € [0, 3] si T este o functie strict descrescatoare, continua,

bijectiva si deci cele doua drumuri sunt echivalente si au orientari opuse.



Definitie 1. Se numeste curba parametrizata orice clasa de drumuri parametrizate echiva-

lente.

O curba parametrizata este simpla (inchisa, neteda) daca drumul care o determina
(si deci orice drum echivalent) este simplu (inchis, neted). Cand alegem un drum care
determina o curba, alegem implicit si o orientare a curbei. Un drum cu orientare opusa
determina o orientare opusa a curbei.

Fie 71 : [a,b] — R3 si 7y : [b,¢] — R? doua drumuri parametrizate cu proprietatea ca

71(b) = To(b). Se numeste juxtapunerea drumurilor 7; si 75 si se noteaza cu 71 UTy drumul

71(t) daca t € |a,b
7L UTo(t) = 1) a,]
7o(t) daca t € [b, (]
Daca C; este curba definita de drumul 7;, ¢ = 1, 2 atunci C; UC5 este curba definita de dru-

mul 7; UTe. Un drum (curba) este neted pe portiuni daca este obtinut prin juxtapunerea

unui numar finit de drumuri (curbe) netede.

Lungimea curbelor

Fie C o curba neteda plana avand parametrizarea
x = x(t)
C: , t€la,b
y =y(t)

Fie A ={a =1ty <t <---t, = b} o diviziune a intervalului [a,b]. Numarul
Al = max [t; — ;1]
1<i<n

se numeste norma diviziunii A. Lungimea curbei C' poate fi aproximata cu lungimea liniei

poligonale determinate de punctele (z(t;),y(¢;)), une i = 0, 1,...n care este egala cu

la = Z V(@(t) —x(tin)? + (y(t:) — y(ti))? = Z VT ()2 + 4 () - Aty

unde 7, & € (tioq,t) st Aty =t —t; 4

Lungimea curbei este

b
[ = lim ZA:/ V! (t)? + ' (t)%dt

lAll—0

2



In mod similar, daca C este o curba neteda in spatiu cu paramaterizarea
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lungimea ei este

b
= / VIR -y () + (02t
Observam ca doua drumuri echivalente au aceasi lungmie si prin urmare lungimea

curebei nu depinde de parametrizare.

Integrala curbilinie de tipul I

Fie C' curba neteda cu ecuatiile parametrice

x = x(t)

C: , t€la,b
y=y(t)

si fie f: D — R o functie continua unde V este un domeniu din R? care include suportul
curbei C.

Alegeme un sistem de puncte A;(x;,y;), ¢ = 0,1,...,n care determina o diviziune P
a curbei C' in arce (A;_14;) de lungime As;, unde z; = x(t;) si y; = y(t;). Consideram

puncte arbitrare (x},yf) € (A;—1A4;) si definim suma

i=1
Fie
| P|| = max As;.
1<i<n

norma diviziunii P. Integrala curbilinie de tipul I este prin definitie

1Pl—0

[ Feds = lm S ) as.
¢ i=1
Teorema 2. Cu notatiile anterioare

/C F(,y)ds = / F(a(t), y ()T O+ g DRt



In cazul in care C' este o curba neteda in spatiu cu ecuatiile parametrice
x = x(t)
C:q y=yt), telab
z = z(t)

Integrala curbulinie de primul tip se definieste similar si avem

b
/Cf(x, y,z)ds = / Fla(t), y(t), 2(t) Vo' ()2 + y/ (1) + 2/(t)dt.

In cazul in care curba C' este juxtapunerea unor curbe netede
C=C1Ucy,u---ud,

prin definitie

/fds: fds+---+ fds.
c Cy

Ch
Observam ca integrala curbilinie nu depinde de parametrizare.

Integrala curbilinie de tipul 11

Fie C o curba cu parametrizarea

(2)

Fie A(z(a), y(a), z(a)) si B(x(b),y(b), (b)) extremitatile curbei C. Cand ¢ parcurge inter-

valul [a, b] de la a la b, sensul de parcurgere al curbei C este de la A la B. Cand t parcurge

intervalul [a, b] de la b la a, curba C este parursa de la B la A. O curba impreuna cu unul

din sensurile de parcurgere a ei se numeste curba orientata. Vom nota cu (A, B) curba C

cu sensul de parcurgere de la A la B si cu (B, A) curba C parcursa de la B la A.

In cele ce urmeaza sensul de parcurgere al curbei C' avand ecuatiile parametrice (2)

este de la A la B.

Fie F = (P,Q,R) : V — R® un camp vectorial continuu definit pe o multime V' care

contine suportul curbei C. In punctul (z(t),y(t), 2(t)) versorul tangentei la curba C' este

(1)
[l

4

7(t) =



Integrala

/F-?ds
c

se numeste integrala curbilinie de speta a doua. Se folosesc si notatiile

h/f~m3:/}n%%xmx+@mw¢My+R@wxwz
C C

t/Fme:/Fiﬁ.
C C

(/P@%@M%@%%@@+Rw%@@
C

Sau

Atunci

= / P(z(t),y(t)), ()2’ (1) + Q(x(t), y(t), 2())y' (1) + R(z(t), y(t), 2(£))2'(2).

Pentru a pune inevidemta sensul de parcurgere al curbei vom scrie

/ P(z,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz.
(A,B)

Daca se considera cealalalta orientare atunci vom folosi notatia.

/' P(a,y,a)de + Q(a,y, 2)dy + R(x, y, 2)dz.
(B,A)

Fie ¢ : [a,b] — [a, ],
pt)y=a+b—t

Consideram paramaterizarea
Et) =x(a+b—1t),nt) =yla+b—1),((t) = z(a+b—1t)

Atunci versorul tangentei la curba C' in punctul (z(t),y(t), 2(t)) devine —7(t) si atunci

| Pl + Qe 2y + Rlavy )iz = [ T (-)ds =
(B,A) c

— / P(z,y,z)dx + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz.
(A,B)

Asadar in cazul integralelor curbilinii de speta a doua, schimbarea sensului de parcurgere

a curbeiatrage dupa sine schimbarea semnului integralei.
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Integrala [, F'- Tds se mai noteaza si cu [, F - dF

In cazul in care curba C este juxtapunerea unor curbe netede
C=CiUCyU---UC,

prin definitie

/F-d?: 7-d7+---+/ - dr.
C C1 n

Remark 3. Daca F : D C R? — R3 este un camp de forte si C este curba parametrizata

cu suportul inclus in D atunci fcﬁ' dF reprezinta lucrul mecanic efectuat de forta F de-a

lungul curbei C'.

Exemplu 2. Calculati lucrul mecanic al fortei F(x,y,z) = xi — zj + yk al carei punct

de aplicatie descrie curba

r=t
T
C: y = cost , t€|:07§i|
z =sint

us

2

L= / F-dr = /3 (t+sint(—sint)+costcost)dt = /3 (t4sin t-+cos? £)dt — 71r_8 g
c 0 i



Integrale duble

Pe parcursul intregului curs D va fi o multime din plan marginita de o curba inchisa si
neteda pe portiuni.

Fie f: D — Rsifie A ={D;,i=1,...,n} o acoperire a multimii D (adica D C U;D;)
cu multimi de forma dreptunghiulara (sau mai general avand forma de paralelograme)

astfel incat
DND;#@pentrui=1,...,n

interior(D;) Ninterior(Dy) = @ pentru i # k
Fie

diam(D;) = sup { /(z = &) + (y = ') : (2,9), (/1)) € Di}
diametrul multimii A si fie

|A]| = max{diam(D;),i = 1,2,...,n}
norma acoperirii. Daca (&;,7;) € D; si definim suma Riemann
oalf) = z”: f (&, mi)ariaD;;
i=1
Integrala functiei f este prin definitie

J[ fadzay = tim s(5)

[|[—0

cu conditia ca limita sa existe si sa fie finita. In acest caz spunem ca f este integrabila pe

D.

Clase de functii integrabile

1) Daca D este o multime compacta si f este continua pe D atunci este integrabila pe D.
2) Daca functia f este marginita si are discontinuitati pe un numar finit de curbe netede

atunci ea este integrabila.



Interpretare geometrica a integralei duble

1) Daca f > 0, atunci [[ p [ (2, y)dxdy reprezinta volumul cuprins intre graficul functiei
si planul XOY;
2) [[, dzdy preprezinta aria multimii D.

Poprietati ale integralei duble

1) Daca f este integrabil pe D si a € R, atunci a.f este integrabila pe D si avem

//Daf(w,y)dxdy = //D of (z,y)dzdy

2) Daca f si g sunt functii integrabile pe D si atunci f + g este integrabila pe D si avem

//D(f(x,y) +g(z,y))dzdy = //D f(z,y)dzdy + //Dg(x,y,x)dxdy

3) Daca f este integrabile pe D si D’ iar D si D’ nu au puncte interioare comune atunci

F' este integrabile pe D U D’ si avem

//DUD/f(x,y)dxdy://Df(x,y)dxder///,af(:p,y)dxdy.

4) Daca f > 0 este o functie integrabila pe D atunci

///D f(z,y)dzdy > 0.

Reducerea integralei duble la o integrala iterata

1) Fie D = [a,b] X [¢,d] si f: D — R o functie integrabila pe D. Atunci

J[ iy = [ b ( / df(say)dy) i | d ( / bf(w)dx) dy

2) Fie D = {(z,y) e R* :a < x < b,a(r) <y < B(x)} si f: D — R o functie integrabila

J[ stdady = | b < / f()) f<x,y>dy> o

pe D. Atunci



3)Fie D ={(r,y) eR?:c<x<d,aly) <y<By)}sif:D— R o functie integrabila

fededy = [ ([ fepde ) ay
/D /c /Oé(y)

Exemplu 1. Sa se calculze integrala

pe D. Atunci

// (2x + y)dzdy, unde D = [0,1] x [0, 2]

[t ([ )= [ 50 - [ 512

Exemplu 2. Sa se calculze
// 3z + y)dx
D

unde D este multimea marginita de curbele y =2 +1 y=—2?> 2=0 xz=3.

// 3z + 2y dx—/(Sa:y—i—y)\x“dm—/(6w3+3x+2x2+1)d:€

Schimbarea de Variabila in integrala dubla

Fie T : Q — D, o aplicatie bijectiva de clasa C!, definita prin

= z(u,v
- (u,v)
y = y(u,v)
astfel incat
D(z,y) xZ £0pe
= e
D(u,v) g_y g_ P

Cu aceste notatii,
Formula de schimbare de variabila

Fie f este o functie integrabila pe D, atunci

//Df(x,y)dxdyz//Qf(g;(u’v),y(u,v)

D(z,y)
D(u,v)

dudv.




Fie T (u, v), To(u+Au, v), T3(u+Au, v+Av), Ty(u, v+Av) un dreptunghi infinitezimal
din €. Fie P, P,P3P, imaginea dreptunghiului 7775737, prin transformarea 7. Aria

patrulateriu curbiliniu P, P, P3P, poate fi aporximata cu aria paralelogramului A; A A3 Ay,

unde
Al(x<u7 U), y(u7 U))J
AQ(:L‘(U7U) + g_i(uﬂ))AUa y(u U) + a_g(U»U)AU)a
Ag(z(u,v) + % (u,v)Av, y(u,v) + %(u v)Av),
As(2(u,v) + 2 (u,v)Au + 2 (u,v) Av, y(u,v) + L (u,v) Au+ 52 (u,v)Av)
Aria triunghiului A; A; A4 este egala cu
z(u,v) y(u, v) 1

5| z(u,v) + 5= (u,v)Au y(u,v) + g—z(u,v)Au 1

2(u,v) + G (u,0)Av - y(u,v) + §(u,v)Av 1

L1 au (U
2 g—i(u v)Av %(U,U)Av
1|0x oy Ox dy
- |= — AuA
o) 5 0) = S ) 52 )| Ao
Cum aceasi arie o are si triunghiul A,A3Ay, rezulta ca
) ox dy ox dy
A AsA3AY) = | — — AuAv.
aria(A; Ag A3 Ay) au(u,v)(%(u,v) (%(u v)au( u,v)| AulAv

Daca (t, s) este un punct din dreptunghiul 7} 75737}, atunci

D(z,y)
D(u,v) (5,2)

aria(P1P2P3P4) =~ ‘

aria(T1 T2T3T4> .

Fie R = {Ry, Ry, ... R,} o acoperire a multimii € cu multtimi de forma dreptunghiulara.
Notam cu P; imaginea multimii R; U § prin transformarea T. Fie P = {Py,..., P,}.

Observam ca ||T|| — 0 daca si numai || P|| — 0. Atunci

/ f(z,y)dzdy = lim Zf(fi,ni)aria(Pi)

[ P||—0

|T||_>OZf Sz’ z Sz, )aria ggi’zg (3i7ti) al"ia(TL-)dudv
D(z,y)

//f #(u,0) uv)D(uv)dd




Trecerea de la coordonate polare la coordonate carteziene

x = pcosb p € [0,00)
y = psinf 6 € [0, 2]

In acest caz, avem

x =apcosb p € [0,00)
y = bpsinf 6 € [0, 2]
In acest caz, avem
D(z,y)
= abp
D(p,0)

Exemplu 3. 1) Calculati

// ydxdy, D= {(z,y) e R, 2* +y* < 4,2,y > 0}
D

Trecem la coordonate polare

x = pcost,y=psiné

st atunci domeniul D devine

pelo,2, ee[o,g]

Cum dxdy = % = pdpdf, avem

2 z 2 . 2
// ydxdy = / / p*sinfdf | dp = / (—p*cos)|gdp = / prdp = 8
D 0 0 0 0 3

2) Calculati

1, 7=
v\ fi-g-2

Trecem la coordonate polare generalizate

2 2

dedy, D ={(x.y) R T+ <1}

x =2pcosh,y = 3psinb



In coordonate polare generalizate domesniul D devine

p€0,1], 6 €0,2r]

Avem

D(z,y)
dzdy = = 6pdpdd,
D(p,0)

st atuncs

6p

1 1 2w
—dxdy:/ — 2LV dp=—1271— p2|} = 12n.
//D\/l—%—“”% 0 <0 vl—ﬂ2> ’



Suprafete netede

O suprafata este o submultime de puncte S din R? pentru care exista o multime conexa

si compacta D C R? si o functie 7 : D — S bijectiva de clasa C!

7(u,v) = x(u,v)t + y(u,v)j + z(u,v)k

astfel incat

Tu(u,v) X 7y (u,v) # 0.

unde 3 5 3
_ O, o Ox, o Or, o
Tu(u,v) = au(u,v)z + au(u,v)] + au(u,v)kz
_ _ Oz - Oz - Oz —
To(u,v) = %(u,v)z + %(u, V)] + %(u, v)k.

Functia 7 se nuemste parametrizare a suprafetei S. Ecuatiile

r = x(u,v)
y=y(u,v) , (u,v)€D
z = z(u,v)

se numesc ecuatiile parametrice ale suprafetei S. Vectori
Tu(u,v),  Tylu,v)

sunt tangenti la suprafata S in punctul cu vectorul de pozitie 7(u, v).

i J
N(u,v) =Ty (u,v) X Fylu,v) = %(u,v) g—z( ,v) %( ,0)
& (u,v) SE(u,v) FE(u,v)

unde
oy oy 0z 0z oz Oa
_ | Ou Ou _ | Ou Ou _ ou Ou
A=l o [P o o C7 | o
ov  Ov ov  Ov ov  Ov

este un vector normal la suprafata S in 7(u, v). Introducem notaiile
or\” oy\° 02\ >
E=7 -7, == 4 had
e () + (o) +(5)
o ox\>  [oy\® [0z)°
o=rn=(5) +(5) + (5)

0005 0y0y | 0:0:
Ooudv Oudv Oudv

F=r,r,=



Pentru simplitate, atunci cand nu exista posibiliate de confuzie, folsim notatiile
Ty = Fu(u,v), Ty =Ty(u,v)
Fie A1 Ay A3A, dreptunghiul cu varfurile
Ay (u,v), As(u + Au,v), As(u + Au,v + Av), Ay(u + Au, v + Av).

Aria imaginii acestuia prin 7 este aproximativ egala cu aria paralelogramului P, P, P3Py,

unde
P (F(u,v)), Po(r(u,v) +7,Au), Py(r(u,v)+7,Au+7,Av),
Ps(r(u,v) + 7,Av).
Evident,
aria( Py PyP3Py) = ||Fy X Tyl| AulAw.
Atunci

Aria(S):// ||Tu><h||dudv:// VA2+BQ+C’2dudv:// VEG — F2dudv
D D D

Example 1. Calculati aria sferei S = {(z,y,2 € R?) : 2% + y? + 22 =12, }.

7(u,v) = (rcosusinv, rsinusinv, rcosv),u € [0, 2x],v € [0, 7]

Avem

Ty = (—rsinusinv, rcosusinv, 0)

Ty = (rcosucosv, rsinucosv, —rsinv)
Atunci,

E =r*sin®v, G=7r* F=0
si atunci
EG — F? = a*sinv

Asadar,

2w T
aria(S) = / (/ a®sin vdv) du = 4ma®.
0 0



Daca S este definita prin

avem parametrizarea

r=u
=v ,  (u,v)eD
z = f(u,v)
Atunci,
Pk 0 0
TuXTy=|10 Y :—i%~i+k
a? ou (%
01 3
Asadar,
L of Of-
N_Tuxrv—_% +% +l€
si deci
o of of\*
= /1 =)
o=y () (3)
Atunci,

)= [ 10 (L) (L) o= [\ (2) + (2 o
Notand

_or o
_axJ q_8y7

Aria(S) = / V14 p? + ¢?dxdy
D

Example 2. Calculati aria suprafetei S = {(z,y,z € R®) iz +y+2=1,2,y,2 > 0}

avern

Avem z=1—-xz —y, (z,y) € D, unde
D={(z,y) eR*:x+y <1, x,y>0}.

Evident % = —1, 92 = —1 si atunci
z oy

aria(5) = [ /D VIT T ddedy = V2



Integrale de suprafata

Fie S o suprafata cu ecuatiile parametrice

r = z(u,v)
=y(u,v) , (u,v)€D

= z(u,v)

si fie F': S — R o functie continua. Fie A = {5}, 5s,...,S,} o diviziune a suprafetei S

realizata prin reteaua curbelor de coordomate. Fie (x;,y;, z;) € S; si fie
|Al| = max{diam(s;),i =1,2,...,n}

unde

diam(S;) = sup{\/ (x — 22+ (y— )2, (z,2"), (y,y) € s}
Putem defini suma

Z F(x;, s, z)aria(S;).

i=1

Prin definitie definim integrala de suprafata a functiei f pe suprafata S prin

// x,y,z)do = ”ﬁfﬂo;ﬂ“’“%Zi)aﬂa(si)’

cu conditia ca limita sa existe si sa fie finita.

//S Fle,y, 2)do = / /D F(a(u,0),y(u,v), 2(u,v)) [TFu X 7| dudv

Daca S este definita prin

[[ o = [ rte sy () (2

Poprietati ale integralei de suprafata

atunci

1) Daca F': S — R si a € R, atunci

/ /S aF(e.y,2)do = | /S aF(z,y, 2)do



2) Daca F,G : S — R atunci

//S(F(x,y, 2) +G(2,y, 2))do = //S F(zx,y, z)dzdydz + //S G(z,y,2)do

3) Daca S si S’ sunt juxtapozabile si F': S U S — R atunci

//SUS,F(x,y,z)da://SF(x,y,z)da:dydz+/// F(x,y, z)do.

Example 3. Calculati
//(a:—l—y—i—z) do,
S

unde S = {(z,y,z € R®) : 2?2 + y* + 22 = a? 2z > 0}

7(u,v) = (acosusinv,asinusinv,acosv),u € [0,27],v € [0, 7/2]

Avem

Ty = (—asinusinv, acosusinv, —asinv)

Ty = (acosucosv,asinucosv,0)
Atunci,

Tu X Ty = (—a® cosusin® v, —a? sin u sin® v, —a” sin v cos v)
si atunci
|7y X 7|l = a*sinv

si deci

2w 5
//(x+y+z)daz/ (/ (acosusinv—I—asinusinv+acosv)a281nvdv> du = ma®
S 0 0



Fluxul unui camp vectorial

Se numeste orientare a supraftei S orice functie continua 7 : S — R3 care asociaza oricarui
punnct din S un versor normal la suprafata in punctul respetiv. O suprafata pe care s-a
definit o orientare se nuemste suprafata orientata. Deoarece in orice punct exista exact
doi versori normali si anume
Ty X Ty Ty X Ty

= =7 "= o=

170 X 7| |70 X 7|
Acestor doi versori le corespund doua orientari pe S. Orice alta orientare coincide cu una

din cele doua datorita faptului ca S este conexa. In continuare fie S o suprafata neteda.

Sa fixam o orientare pe S, sa ziceam orienatarea corespunzatoare versorului normal
Tu X Ty

n= ————:7.
[P0 X 7|

Fie F = (P,Q,R) : S — R3 un camp vectorial continuu.

Definitie. Cu notatiile de mai sus

@S(F)://SFW do

se numeste fluxul campului F prin suprafata orientata S.

Terminologie. Deseori in loc ssa spunmem fluxul prin suprafata S orientata dupa nor-
mala exterioara (respectiv interioara) vom spune fluxul prin fata exterioara(interioara) a

suprafetei S.

I. Fie S o supsrafata avand parametrizarea

(u,v) = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k

si fie F: S — R3 un camp vectorial

F(z,y,2) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k

Avem
Tu X Ty = Ai+ Bj+ Ck

Daca suprafata are orientarea
_ Ty XTy
n= ——"——7
170 X 7|



atunci

// |Zi2u [/ y(u,v), 2(u,v)) A + Qx(u, v), y(u,v), 2(u, v)) B+

(x(u,v),y(u,v), z(u,v))C)dudv.

Daca se consoidera orientarea
_ Ty X Ty
n=————7
Hru X Tv”

atunci

// S // y(u,v), z(u,v)) A+ Qx(u, v), y(u, v), 2(u, v)) B+

||7"u X 7"@”

+ R(z(u,v),y(u,v), z(u,v))C)dudv.
Example 1. Calculati fluxul camoului vectorial
F(z,y,2) =a2i +yzj — k
prin suprafata S = {(z,y,z € R3) : 22 + y* + 2% = a?} orientata dupa normala exterioara
Avem parametrizarea
7(u,v) = (acosusinv,asinusinv,acosv),u € [0,27],v € [0, 7].
de unde se obtine vectorul normal
Tu X Ty = (—a* cosusin? v, —a? sinu sin® v, —a® sin v cos v)
Versorul normalei exterioare este
_ 1

n=-——— (a2 cos usin® v, a® sin usin® v, a” sin v cos v)
170 X |

Atunci

27 ™
Ps(F) = // Fndo = / (/ (a® cos® usin® v cos v + a” sin 2u sin® v cos v — a? sin v cos v)dv) du
s 0 0

2m ™
= / (/ (a®sin® v cos v — a? sin v cos v)dv> du =0
0 0

I1. Daca S este o supsrafata definita prin

z=2z(z,y), (v,y)€D



atunci punand

T(z,y) = xi+yj + z(z,y)k

averll

")
)

- 9
@:j+5§:=@Jii

ﬂ:i+—%:(LQ

_ 9
Notand p = m, q= az -
To X Ty = —pi —qj + k.

Daca se considera orientarea

1

m(—pz— QE+E),

n =

Atunci
/ / P(z,y, 2(z,9))p — Q(z,y, 2(z, 9))q + R(z, y, 2(z, y)))drdy

Daca se considera orientarea

1

W(—pg — QE+E),

n=-

Atunci
// P(x,y,2(2,y)p — Q(x,y, 2(x,9))q + R(x,y, (v, y)))drdy

Example 2. Sa se calculeze fluxul campului vectorial F' = a7 + yi — 27 prin suprafata
S :x? 4+ y? = 22,0 < z < 1, orienatata dupa normala interioara (adica normala care face

cu cu Oz un unghi ascuatit)

Deci
z=+/x?2+1y2, (z,y) €D

unde D : 2% + y? < 1. Evident

_ = _ Y
SVt ey

Orientarea care corespunde normalei care face unghi ascuatit cu Oz este

1 o
—m(—m —qj+k)

3

n =



sl atunci

I2 yQ
- + +var+y? | ded :—// 2v/2? + y*dxd
//D<\/x2+y2 Va2 +y? y) / D e

In coordonate polate x = pcosf, y = psinf, domeniul D devine [0, 1] x [0, 27]. Atunci

e ([ )=

ITI. Sa presupunem acum ca suprafata S este definita implicit prin f(z,y, z) = 0. Daca

_f +6_f]+8_f_

grad f = dy 9,

atunci grad f(z,y, z) este un vector normal la suprafata S in (x,y, ) si atunci

. grad f
lgrad f]]

este o orientare a supraf S. Cu aceasta orientare
grad f
/ / [lerad f] ||
Example 3. Calculati fluxul camoului vectorial

— 1= 1- 1-
F(ZL’,y7 >__Z+yj+ -k

prin suprafata S = {(z,y,r € R3) : 2% + y*> + 22 = a*} orientata dupa normala exterioara

Fie f = 22 + y? + 22 = a®. Versorul normalei exterioare este

_ grad f 1 1
n= = 2x,2y,2z) = — (2,9, 2).
farad ]~ Jlarad ] 029 = o (000 2)

F :// 3/ado = 127a
S

Fluxul poate fi calculat si folosind parametrizarea sferei ca la Exemplul 5, dupa cum

Atunci

urmeaza.
7(u,v) = (acosusinv,asinusinv,acosv),u € [0,27],v € [0, 7].
de unde se obtine vectorul normal
Tu X Ty = —a? cosusin® vi — a? sin u sin? vj — a’sin v cos vk

4



Versorul normalei exterioare este
1

n=——
a“sinv

(a2 cos usin’ v, a? sin usin® v, a? sin v cos v) .

(//l’7da—-/aﬂ(173a$nv)du

=27 -6a = 127a

Atunci,

Integrale tripla

In cele ce urmeaza multimea V' va fi o multime din plan marginita de o suprafata inchisa
si neteda pe portiuni.
Fie f: V — Rsi fie A = {V;}i=12..» 0 acoperire a multimii V' (adica V' C U;V;) cu
multimi de forma paralelipipedica astfel incat
VNV, #o
interior(V;) N interior(V;) = @ pentru i # j
Fie

diam(V;) = max { vz = &)+ (y =y + (=) : (2. 2), (2.9, ) € Vi |
diametrul multimii A si fie
|A]| = max{diamV;}

norma acoperirii. Daca (z;,y;,2;) € V; NV definim suma Riemann

= fl@i, i, z1)vol (Vi)
i=1
Integrala functiei f pe domeniul V' este prin definitie

/ f(x,y)drdy = ”hﬁn oa(f)
cu conditia ca limita sa existe si sa fie finita. In acest caz spunem ca f este integrabila pe

D.

Clase de functii integrabile

1) Daca V este o multime compacta iar f este continua pe V atunci este integrabila pe
D.
2) Daca functia f este marginita si are discontinuitati pe un numar finit de suprafete

netede atunci ea este integrabila.



Interpretare geometrica a integralei triple

/ / dxdy preprezinta volumul multimii V' C R3
1%

Poprietati ale integralei triple
1) Daca f este integrabila pe V si o € R, atunci af este integrabila pe V' si avem

///Vaf (2,y, z)drdydz = / / /V oaf (z,y, 2)drdydz

2) Daca f si g sunt functii integrabile pe V' si atunci f + g este integrabila pe V' si avem

/ / /V (F(y, =) + g(x,y, 2))dedydz — / / /V F(@,y, =)dadyd= + / / /V o2, y, 2)dwdyd=

3) Daca f este integrabile pe V si V' iar V si V' nu au puncte interioare comune atunci

F este integrabile pe V U V' si avem

///vw/f(x’y’ z)dxdydz:///v f(a:,y,z)dxdydz+////o¢f(x,y,z)dxdydz,

4) Daca f > 0 este o functie integrabila pe V' atunci

///V [y, z)ddydz = 0.

Metode de calcul

1) Daca V = [a,b] X [c,d] x [k, D]

///v J(@,y,2)dvdydz = /ab (/Cd (/kpf(%y,z)dz) dy) dx

1) Domeniul V este cuprins ntre planele z = a si z = b. Notam cu V, proiectia pe planul

XOY a intersectiei lui V' cu planul z = 2y unde a < 25 < b, Daca

V. ={(z,y) € R?: (z,y,2) € V}.

///V f(z,y, 2)drdydz = /ab (/ ; f(x,y7z)dg;dy> ds.

2) Domeniul V' este un intergrafic proiectabil pe planul xOy, adica este limitat de o

Atunci,



suprafata laterala cilindrica cu generatoarele paralele cu axa Oz si marginita de suprafetele
z=p(x,y), (v,y) € Dsiz=1(z,y), (,y) € D. Asadar

V={(z,y,2) eR’: p(a,y) < z < (x,y), (z,y) € D}.

.y, 2)dedydz — e Flz,y, =)dedy | d-.
1% D Si(z,y)

Example 4. Calculati

/// xdrdydz, Ve +y+2<1, z,y,2>0
1%

Observam ca

Atunci,

V={(z,9,2) eR*:0<2<1—2—vy, (z,y)€ D}

unde D, proiectia lui V' pe planul 2Oy este
D={(z,y) eR*),x+y <1, z,y >0}

Atunci

///Vzdxdydz:/{[) (/;dez) dxdy://Dx(ll_
:/O (/0 _x(f—xz—xy)dy)d:p:/o (xy_way_y;)

:/01 [x(l—x)—a:Q(l—a:)— (1_23;)2}@:---

Example 5. Calculati

///(mz—l—yz)d:ﬂdydz, Va4 <2, 0<2<3
v

xr — y)dzdy

1—x

dx
0

Observam ca
V={(z,y,2) ER*: /a2 +y2 <2 <3, (v,y) € D}

unde unde D, proiectia lui V' pe planul xOy este
D={(z,y) eR*: 2” +y* <9}

Deci,

///V zdrdydz = //D (/\jm(xuy?)dz) dady = //D(:c2 + %) (3 = (2% + %)) dady



Trecand la coordonate polare
x = pcost
y = psinf

o {0§p§3

domeniul D devine

0<0<2rm
Cum Do)
T,y
drdy = drdy = p dpdf
D(p,0)
avem

//D(x2 + )3 = (2% + v2))dady = iint g (3 — p)dpdh — /03 </02W(3p3 _ p4)d9> i

243

3
7r/O(P p*)dp o



Schimbarea de variabila in integrala tripla
Fie T : Q — V., o aplicatie bijectiva de clasa C!, definita prin

r = z(u,v,w)
T:q y=yluvw)

z = z(u,v,w)

astfel incat

o Oc o
ou ov ow
D@.y:2) 1o ow o | 20 peq
D(u,v,w) Qu v dw b
s Uy 9z 9z Oz
ou Ov Ow

Cu aceste notatii,
Formula de schimbare de variabila

Daca f este o functie integrabila pe V', atunci

//D f(x,y2)drdydz = //v fx(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) 'M dudvduw.

(u,v,w)

Trecerea de la coordonate sferice la coordonate carteziene
x = psinf cos
y = psinfsin g p€[0,00), 8 €[0,7], ¢ €[0,27]
2z = pcosf

In acest caz, avem

sinfcosy pcosfcosp —psinfsinp
D(z,y,2)

D(p,0, )

= | sinfsing pcosfsing psinfcosy | = p°sind

pcosf —psinf 0

Trecerea de la coordonate sferice generalizate la coordonate carteziene

x = apsinf cos ¢
y = bpsinfsiny p€0,00), 0 €l0,7], ¢ €[0,27]
2z =cpcost

In acest caz, avem

asinfcosp bpcoshcosy —cpsinbsinp

D<x7 y7 Z)

—— = | asinfsiny bpcosfsiny cpsinfb cos = abcp® sin
D(p,0,¢) v

apcos 6 —bpsin 6 0



Calculati integrala

2 2
///( +—+z)dmyczz, Vi) eR: T+l <0

x = 2psinfcos
y = 3psinfsing pel0,1] 6 €0,7/2], ¢ €0, 7]

z = pcosb

D(z,y, 2)
D(p,0,¢)

Prin aceasta transformare domeniul V' define V' = [0, 1] x [0, 7/2] x [0, 7] Avem

2 2
/// (% + % + 22> dxdydz = /// p* - 6p%sin Bdpdfdy = /// 6p"sin 6 - dpdfdyp
v ’ '
1 w/2 2m 1 1
= / (/ </ 6p* sin (9dg0> dH) dp = / 21 - 6p*dp = / 12mpdp = 127 /5
0 0 0 0 0

In cele ce urmeaza vom presupune ca V admite, pentru fiecare dintre planele de

= 6p”sin 6.

coordonate, o descompunere intr-un numar finit de intergrafice proiectabile (vezi Cursul

4, pag 6-7) pe planul respectiv care au in comun cel mult puncte ale frontierei.

Theorem 1. Fie V C R? un compact cu frontiera o suprafata inchisa S si F = Pi+Qj +
Rk un camp vectorial de clasa C' pe o multime deschisa care contine V. Atunci fluxul

lui F prin S orienatata dupa normala exterioara 7 este egal cu integrala divergentei lui

F pe V, adica
//F-ﬁdaz///divfdxdydz
S

Demonstratie. Vom demontra mai intal ca

1) /] / Srdedyds = [ [ Ron.do

Este suficient sa demonstram aceasta realtie (1) pentru un intergrafic proiectabil pe planul

x0y. Asadar, exista un compact D C R? si functii 2;(x,y), 2s(7,y) cu (z,y) € D.
V={(z,y,2) € R’ : zi(w,y) < 2 < z(w,y), (v,y) € D}.

Fie S;: z = (z,y), (zr,y € D) si Sy: zs = (z,y), (xr,y € D) Avem,

/// 5 trdydz = // (/: _dz> drdy = // (x,y, zs(x,y))—R(x, y, zs(x, y)))dxdy

2



Pentru S, normala exterioara exterioara este

1 _ _
n= (nx,n ,nz) = —(—psi —qs) + k)v
’ PRt +1
unde
0z, 0z,
pS_ 81" qS_ ay

Cum in acest caz

do =T

//SR.nzdcr://DR(x,y,zS(x,y))da:dy

In mod similar aratam ca

//SiR.nzda - —//D R(z,y, z(x, y))dzdy

Suprafata S, care ste frontiera lui V' este compusa din 5;, S, si suprafata cilindrica

aveln

S, ={(z,y,2) €ER]*: (z,y) € Fr(D), zi(x,y) < z < z,(x,9)}

Penru oroce punct de pe S., componenta n, a normalei este zero si deci

// R-n,do=0

//R nzda—//R nzda—l—// R- nda+//R n,do
// (z,y, zi(z,y) dmdy—l—// (x,y, zs(x,y))dzdy + 0

//D(R(J:,y, zs(z,y)) — R(z,y, zs(x,y)))dedy = // ; a—}jda:dydz

In mod similar
// —d.:zcdydz = //P nydo
// —dxdydz = / R-nydo

/[;F'ﬁd“_/// <8P %, %—f) drdydz

Example 2. Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss fluxul campului F = 2% +

y?j + 2%k prin fata exterioara a suprafetei S: 22 + y* + 22 = a>.

Asadar,

Asadar

3



Evident ca div F = 2z + 2y + 22 si atunci

g(S) = / / / (22 + 2y + 22)dxdydz

2a ™
:2/ (/ </ p2sin9(6039—i—sin@cosgo—l—sin&sin(p)dgo) d@) dp=10
0 0 0

Theorem 3. Fie D C R? un compact a carui frontiera C' este o reuniune finita de curbe

inchise si netede pe portiuni si fie P,Q : D — R functii de clasa C' pe un deschis care

[ parsan= [ (22-2)

unde sensul de parcurgere este in asa fel ca un observator care se deplaseaza de-a lungul

contine D. Atunci

curbei C lasa la stanga domeniul D.

Teorema este demonstrata daca aratam ca

(2) /Cde = —//L;g—fj(x,y)dxdy

3) /C aw- [ % (o) dady

Presupunem ca D poate fi descompus intr-o reuniune finita de domenii proiectabile pe Ox
care au in comun cel mult puncte ale frontierelor si de asemenea ca D poate fi descompus

intr-o reuniune finita de domenii proiectabile pe Oy. Avand in vedere acest lucru e

oP
Pda}:—//—x, dxd
/C Day( y)dxdy

atunci cand D este un inetrgrafic proiectiabi pe axa Oz, adica exista «, 5 : [a,b] — R

suficient sa demonstram

astfel incat
D= {(z,y) €R*: a(x) <y < B(z),z € [a,b]}.

Observam ca

//D (z‘_];(x’ y)dedy = /ab (/j()) g—]yj(m, y)dy> dr = /ab [P(x,8(x)) — Pz, o(x))] da



Frontiera lui D este reuniunea a patru curbe cu urmatoarele parametrizari

C’ls{x:t , t€la,b]
y=alt)
r=1
Cy: , telbal
{yzﬁ(t)
cg:{‘”ia, t € [a(b), B(a)
y=1
r=2b
c{ =" tefolo), 50)
y=1

Atunci,

/dex:/q de+/02 de~|—/03 de+/c4 dedy:/abP(a:,a(a:))—/abp(x,ﬁ(l"))dl"

Asadar,
oP
Pda::—// —(x,y)dxdy
/C p 0y (:9)

In mod similar, descopunand eventual D intr-o reuniune finita de intergrafice proiectabile

AQdyz/A)g—g(m,y)dxdy

Example 4. Sa se calculze cu formula lui Green integrala

pe Oy se arata ca

/ y?dr+2dy, unde C este frontiera domeniului D = {(z,y)| 2*+y* < 1, y > 0}
c

parcursa in sens trigonometric.

Functiile P(z,y) = y? si Q(x,y) = 2 sunt de clasa C* si g—g — %—]; = 2x — 2y. Avem,

1 s
/ yidr + 2*dy = // 2(x —y) dedy = 2/ </ p*(cos ) — sin G)dQ) dp
c D 0 0

1 ™
= 2/ dep/ (cos@ —sinf)dh = —4/3
0 0



Formula lui Stokes

Theorem 1. Fie S o suprafata a carei fromntiera C' este o curba inchisa si neteda pe

portiuni. Daca F = (P, Q, R) este un camp vectorial de clasa C* pe S atunci

/lef—/rotf'ﬁda
c s

unde sensul de parcurgere al curbei C' este astfel incat un observator are se deplaseaza pe

C' si are capul orientat in directia lui 7 lasa .S in stanga.
Sa presupunem ca S are parametrizarea
r=ux(u,v), y=ylu,v), z==zu,v), (u,v)€D
Frontiera lui D este curba inchisa I' cu parametrizarea
u=u(t),v =2v(t),t € |a, b

iar curba C' care ste frontiera lui S are parametrizarea

Consideram integrala
I:/P(:L',y,z)dx
c
Atunci

I:/a [P(x(“<t)’v(t))’y(“(t)’U(t»?Z(“(t)aU(t)))%(u(t),v(t)u/(er

Ox
+P(z(u(t), (1)), y(ult), v(t)), 2(u(t), v(t)) 5 (u(t), v()u' (1) | dt
Observam ca de de fapt integrala I este o integrala curbilinie pe frontira I' a lui D

I:/]S(u,v)du+@(u,v)dv

unde

Qlu,v) = Pla(u,v),y(u,v), 2(u, v)) 5 (u,v)

Aplicand formula lui Green, avem

0Q oP
I = /D <%(u,v) - %(u,v)> dudv



Avem,

0Q (0P Oz L OPOy 0PV Oz, O
ou  \ 0z du dy ou ' 0z 0u) Ou Oudv
8P 0P8x+6_P@+8_P@ Ox P(?Qa:
v \ oz ov dyodv 0z 0v) 0 oudv

Reamintim ca vrsorul normalei la suprafata este

—_ Ai+ Bj+ Ck
e e
e D2) ,_Dia) Dy
y7 Z Z’ 'r x? y
D(u,v)’ D(u,v)’ D(u,v)
Atunci _ _
0Q oP oP oP
%(Uﬂ))— aU( ) BE—Ca—y
Reamintim ca pentru un camp vectorial F' = Pi + Qj + Rk
i k OR 0Q oP OR oQ 0P
= | a B IR 0Q dP OR 9Q 0P\ +
rot F= ‘j[:’;“ ‘Z (8x 82) +(az ax) +(8x 8y>k

Deci

J
e
Q
/ (z,y, dx—// (Ba—P—Cay>dudv
[ [ (2 )
/ (2,9, 2 dz—//(A@—B )dudv
(%_Z_IDW

/de—l—Qdy—FRdz—/rotF-ﬁda
c S

Similar obtinem

In concluzie,

/Pda;—FQdy—l—Rdz—//A(a—R—a—Q)—l—B
C D 3x 62

si deci

90 0P

Example 2. Calculati cu formula lui Stokes
/ ydr + zdy — rydz
c
unde C' este frontiera triunghiului ABC ale carui varfuri sunt la intersectia planului
2r+y+z2=4

cu axele de coordonate.



Evident
S: z=4-2x—vy, (zr,y) €D

unde
D= {(z,y) € R*| 2z +y <4, x,y > 0}.
Observam ca punand
F =vyi+zj —ayk
avem
rot F=—(z+1)i+yj— k.

Atunci,

/yd$+zdy—xyd,z://F-ﬁdaz//(—(x%—l)gﬁ&y;—%)~(25+5+E)dxdy
c s D

2 4-22
://(—x—l—Qy—S)dxdy:// dx/ (=22 4y —3)dy = —12
D 0 0

Independenta de drum a integralei curbilinii

Pe parcusrul acesei sectiuni vom presupune ca D este un domeniu stelat, adica exista
M € D astfel incat pentru orice N € D, segmentul [M N]| C D.

Propozitie. Presupunem ca I’ : D — R3, F(z,y,2) = P(x,y, 2)i+Q(z,y, 2)j+R(z,y, 2)k
este un camp vectorial de clasa C' irotational, adica rot F' = 0 sau echivalent

or 0Q 0P OR OR 0Q

oy Ox’ 0z Ox’ Oy 0z
Daca C si C' sunt doua curbe avand acelsi punct initial A(z 4, y4, 24) si acelasi punct final

B(xzp,yp, 2B), atunci

/de—iery—i—Rdz—/ Pdx + Qdy + Rdz
c

’

Demonstratie Fie S C V o suprafata neteda marginita de curbele C' si C’. Notam cu C

curba C parcursa in sens invers. Atunci, cu formula lui Stokes, obtinem

/ Pdx + Qdy + Rdz =
cuc!

OR  0Q OP  OR 0Q P -
LG5 e (5 -5 ) v (G2 5 e



In consecinta
/ Pdx 4+ Qdy + Rdz = —/~Pdaz—|—Qdy—|—Rdz: / Pdx + Qdy + Rdz
' c c

Cum integrala curbilinie este independenta de drum si depinde numai de extremitati

vom folosi notatia

(zB,YB:2B)
/ Pdz 4+ Qdy + Rdz = / Pdzx 4+ Qdy + Rdz.
c

(zA,yAa,24)

Definitie. Un camp vectorial F' : D — R3 F(x,y,2) = P(z,y,2)i + Q(x,y,2)j +
R(z,y,2)k se numeste conservativ daca exista o functie U : D — R? de clasa O ast-

fel incat o e 50
il - R=-2_
@ oy’ 0z

" Oz
Functia U se nuemste potential al campului F.
Din criteriul lui Schwarz rezulta

Propozitie. Oricew camp vectorial conservativ de clasa C! este irotational

Propozitie. Daca U : D — R? este potential al campului F' = (P,Q, R), si C este o

curba din D avand inceputul in A(x4,ya, z4) si sfarsitul in B(zp, yp, 25)

/ Pdx + Qdy + Rdz = U(xp,yp, 2) — U(xa,Ya, 24)
c

Demonstratie Daca C' are parametrizarea

avern

b
d
/ Pdz + Qdy + Rdz = EU(x(t),y(t), z(t)dt = U(zp,yp, 25) — U(xa,Ya, 24)-
C a



Functia potential

Lemma 1. Fie f : [a,b] — R o functie continua si fie

Flz) = / FO)dt, x € a0
Atunci F este derivabila pe [a,b] si F'(z) = f(z) Vx € [a,].
of

Lemma 2. Daca f(z,y) si 5, (z,y) sunt fucntii continue pe [a,b] x [c, d] atunci functia

F@>=/°ﬂ%ym% yeled

b9
)= [ G

Propozitie. Fie F = (P,Q,R) : D — R3 un camp vectorial irotational adica

este derivabila si

op_0g op_or oR_0Q
oy Ox’ 0z Ox’ Oy 0z

Atunci F' este conservativ.

Demonstratie. Vom demonstra teorema in cazul in care domesniul D este un paralalipiped

dreptunghic. Fixam (xo, 3o, 20) € D si definim, pentru (z,y, z) € D definim
Ulz,y,z) = / Pdx + Qdy + Rdz
I(z,y,2)

unde I'(z, y, 2) este curba formata din segmentele segmentele [(xg, Yo, 20), (%, Yo, 20)], [(Z, Yo, 20), (€, Y, 20)]

si [(z,y,2), (x, Y0, 20)]. Se observa ca

T y z
U@%@Z/P&W%W+/Q@mmﬁ+/3@%wt
Yo

Zo 20



Folsind lemele de mai sus avem

oU

5 = R(z,y, z)

ou “ OR - 0Q

a_y - Q(l',y,Zo) + /ZO a_y(x>y7t)dt - Q(l',y, ZO) + " ot (fﬂ yvt)dt

= Q(%% ZO) + Q(ZE?ya Z) - Q(xa Y, ZO) = Q(:B,y, Z)

oU
= = P(z,yo, 20) /8 xtzodt+/ (z,y,t

= P(z,yo, 20) / e (z,t, 20 dt+/ (z,y,t
- (x7y0720) +P('r7y7'20) —P(J}7y0720) +P(ZE‘,y,Z) _P(.T,yo,Zo) - P(ZL’,y,Z)

Asadar, U este potential al campului vectorial F.

Cu notatiiile de mai sus avem

(xQ y2722)
/ Pdx + Qdy + Rdz = U(xa,y2, 20) — U(x1, Y1, 21)-
(

z1,91,71)

Corpul numerelor complexe

Pe multimea R?* = {(z,y) : z,y € R} consideram dopua operatii, adunarea (+) si inmul-
tirea (-) definite astfel

(z,y) + (@ y) = (x+2",y +9)
(z,y) (2, ) = (z2’ — gy, 2y + 2y)

Impreuna cu aceste doua operatii R? este un corp comutativ, notat cu C si numit corpul
numerelor complexe. Multimea R x 0 este un subcorp al lui C izomorf cu R. Astfel putem

identifica x cu (z,0) si in loc de (z,0) vom scie . Notam
=(0,1)
Atunci cu identificarea de mai sus
(z,y) = (2,0) + (0, 1)(y,0) =2 +i-y,

adica forma algebrica a numarului complex (z,y). Daca z = z+1iy este un numar complex

atunci x se nuemste partea reala a lui z si se noteaza cu Rez iar y se nuemste partea reala
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a lui z si se noteaza cu Im z. Daca z = x + iy este un numar complex, definim modulul

o = Va7

lui z prin.

si conjugatul lui z prin

Propozitie. Fie z, z1, 20 € C. Atunci
(1)

(2) 21+ 20=21+29

wll

=z

(4) [2] = |=]
(5) 27 = |2P
(6) z=0<|2| =

(7) |21+ 22| < |21] + |22

(8) |21+ 2| = |21]]22]

Fiind dat un numar complex nenul z = x + iy exista un numic numar real ¢ € (—m, 7]

astfel incat

ﬁ = COS ¢ +1sin @
z

Acest numar se numeste argumentul principal al lui z si il notam cu Arg . Aplicatia
arg : C\ {0} — P(R) (multimea partilor lui R) definita prin

arg z = {Arg z 4+ 2nm,n € Z}.
se numeste functia argument. Scrierea
z = |z|(cosp + isin ).
poarta numele de forma trigonometrica a numarului complex z.
Propozitie. Daca z; = r1(cos @1 +isin ), 21 = ra(cos pg + i sin pq) atunci
(1) z129 = rira(cos(pr + 2) + i(sin gy + ¢2))
(2) 2 = (cos(p1 — p2) +i(sin 1 — ¢2))

(3) 2 = r(cosnyy + isinne)



Elemente de topologie

Fie a € Csir > 0. Multimea D(a,r) = {z € C: |z —a| < r} se nuemnste discul deschis
de centru a si raza r. Spunem ca V este o vecinatate a lui a daca exista r > 0 astfel
ca D(a,r) C V. Vom nota cu V(a) multimea vecinatatilor lui a. Multime D C C este
deschisa daca este vecinatate pentru orice element al sau. Familia multimilor deschise,
notata cu 7, se numeste topologia pe C, iar perechea (C, 7) spatiul topologic al multimii
numerelor complexe. O multime F' C C se numeste inchisa daca complemetara ei CG =
C\ F esye deschisa. Fie G C C. Un ounct z € G se nuemste punct interior al multimii G
daca G € V(z). Punctul € C este punct de aderenta pentru G daca G intersecteaza orice
vecinatate a lui z: Multimea punctelor de aderenta ale multimii G se numeste nchiderea
lui G si se noteaza cu G. Multimea 0G = G N CG se numeste frontiera lui G. O multime
G C C este marginitta daca exista un numar real M > 0 astfel ca |z| < M pentru orice
z € Q.

Punctul z € C este punct de acumulare pentru G daca pentru orice v € V(z) avem
(V\2)NG # @ O familie F de multimi din C se va numi acoperirea multimii G daca
reuniunea multimilor familiei include pe G. Daca multimile familiei sunt deschise atunci
acoperirea se va numi deschisa. O multime se numeste compacta daca din orice acoperire
deschisa infinita a lui G se poate extrage o subacoperire finita.

O multime G C C este neconexa daca exista doua multimi deschise G; si Gy cu
GiNG #93,GiNG # 2, GoNGy NG # @ si G C G UG, Daca nu este neconexa,
atunci multimea este conexa. O multime deschisa si conexa se numeste domeniu.

Se adauga multimii numerelor complexe un punct oo numit punctul de la infinit. Se
obtine astfel planul complex completat notat cu C = C U {oco}. Se numeste vecinatate a
punctului oo orice multime care include o multime de forma {z € C : |z| > r} (exteri-
orul unui disc centrat in origine). Observam ca orice multime nemarginita are pe co ca
punct de acumulare si reciproc, orice multime care are pe oo ca punct de acumulare este

nemarginita.

Siruri si Serii de numere complexe

Definitie. Sirul (z,),>1 C C converge catre z € C si scriem lim z, = z daca Ve >
- n—oo
0, In. € N astfel incat |z, — z| < € pentru orice n > n.. (cu alte cuvinte in orice

vecinatate a lui z se gasesca toti termenii cu exceptia unui numar finit)

Propozitie. Fie z,, = z,+iy,, n > 1 un sir de numere complexe. Sirul (z,),>1 converge la

z = x 41y daca si numai daca sirurile de numere reale (z,,),>1 i (Yn)n>1 sSunt convergente
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si lim x, =2, lim y, = y.
n—oo n—o0

Propozitie. Daca sirul de numere complexe (z,),>1 este convergent atunci este marginit.

Definitie. Daca (a,), > 0, consideram (s,,),>o sirul sumelor partiale s,, = ap+a;+- - - a,.

Daca acesta este convergent si are limitav s scriem

o0
Ss=aqta+---+a,+---= E Q.
n=0
o0
In acest caz spunem ca seria » | a,, este convergenta si are suma s. Daca sirul (s, ),>0 este
n=0
[e.e]
divergent spunem ca seria este divergenta. Spunem ca seria »_ a,, este absolut convergenta
n=0

o0
daca seria Y |a,| este convergenta.
n=0

Propozitie. Orice serie absolut convergenta este convergenta.

o0 o0
Teorema. Daca seriile > a, si Y b, sunt doua serii de numere comlexe absolut conver-

n=0 n=0
oo
gente cu sumele a, respectiv b, atunci seria » ¢, cu termenul general
n=0

Cn = CLObn + aflbn—l + anbO

este absolut convergenta si are suma ab



Functii complexe

Definitie. Fie zy un punct de acumulare al lui G si f : G — C Spunem ca lim f(z) =1
Z—20

daca pentru orice € > 0 exista 0. > 0 astfel incat |f(z9) — | < € pentru orice z € G cu

|z — 20| < .. Spunem ca f : G — C este continuan in zy € G daca pentru orice € > 0

exista 0. > 0 astfel incat |f(2) — f(20)| < € pentru orice z € G cu |z — 2| < J..

Observatie. Daca zy € G este un punct de acumulare al lui G atunci f este continua in

zp daca li_>m f(z) = f(20)-

Definitie. Fie G C C o multime deschisa. O functie f : G — C se numeste C-derivabila
in 2y € G daca exista
f/(ZO) — lim f(Z) — f(ZO) )

Z—r20 Z — ZO
Atunci f'(zp) se numeste derivata lui f in zy. Daca f este C-derivabila in orice punct
al lui G atunci f se numeste olomorfa. O functie olomorfa f : G — C defineste o alta

functie

232G fl(2) eC
numita derivata lui f. Au loc formulele obisnuite
(f+9) =f+9g

(fg) = fg+ fd

(i) _ f/g;fg/,g’(z) 7&0
g g

(fog)=(fo9)d
Propozitie. Daca f este o functie C-derivabila in zy = z¢ + iy si

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

atunci functiile u si v sunt derivabile partial in raport cu z si y in punctul (zg,y) si

derivatele partiale verificate ecuatiile Cauchy Riemann:

0 0 0 0
@—z(xoayo) = a—Z(ﬂcoy?Jo)a 8_:5(%"%) = _8_Z(x0’y0)

si



Demonstratie. Notam Az =z — 29, Ax =2 — x99, Ay =y — Yo

f(2) = f(20) = u(w,y) — ulzo, y0) +i(v(z,y) — v(70,Y0))
Evident

f(2) = f(2) _ u(z,y) — u(zo, yo) i Z-U(%y) — v(z0, Yo)

Az Az Az

In particular,

/ —
f'(z20) = Jim s
— i u(z, yo) — u(zo, Yo) 4 lim v(, yo) — (o, Yo)
20 Ax T—To Azx
ou

!
|
fz0) y—yo 1Ay
_ llm U(.’L'(), y) - u(:z:(), ?/0) + i hm 'U(IL'Q, y) - 'U(l‘(h yO)
Y=o 1Ay ) 1Ay

si atunci
ou ov
8_< 0,3/0) 8_3/( anO)
ov ou

Propozitie. Fie f(z+iy) = u(z,y)+iv(x,y) este o functie definita pe o multime deschisa
care contine punctul zg = xy + iyy. Daca functiile u si v sunt R-diferentiabile in (zo, yo),
si

ou ov ov ou

- (Zo, = = \Zo, ) - (Zo, = ——=\Zo,

ax( 0 ?JO) ay( 0 ?JO) 81'( 0 yO) 8y< 0 yO)

atunci f este C-derivabila in z.

Demonstratie. Deoarece u,v sunt R-diferentiabile in (zg,yo) atunci au derivate partiale

in (zg,yo) si exista functii wy si wy astfel incat

lim  wi(z,y) =0, wi(wo,y0) =0

(@,y)=(20,y0)



ou ou
u(z,y) — u(ro, yo) = %(37071/0) + %(37071/0) + wi (o, v0) || (z,y) — (@0, yo)||

lim WZ(xvy) = 07 CUQ(QZ'(),yo) =0
(z,y)—(z0,y0)

ov ov
U(I,y) - U(x(),?/o) = %(xoayo) + %(l’oayo) +w2(:v0,y0)||(x,y) - (xo,yo)H

averln

f(2) = f(20) = u(z,y) — u(zo, yo) + i(v(z, y) — v(w0,70))

ou ou
= 8_x<x0’ Yo)Az + a—y(l’m Yo) Ay + wi(z,y)| Az

) ov ov
+ i (@0, ) Az + 5 (@0, 40) Ay -+ wa(@,y)|Az)
ou

ov Ov
= %(%,yo)Ax - %(woﬂo)Ay + Z%($an0)

Ou .
+ Z%(%,yo)Ay + (wi(z,y) +iws(z,y))|Az|
ou Ov .
= %(%, Yo)Az + Z%(%,yo)AZ + (wi(z,y) + @ wa(x,y))|Az|

Atunci, exista

vy f(2) = f(z20)
Ja0) = m ==
. ou Ov _ Az
= tim (G )+ 45 ) + (r(o0) + ) )
ou . Ov
= %(‘Tm Yo) +1i %(150790)
deoarece
hIIl (wl(‘ruy> +Z (,UQ(ZL',y)) - 0
Z—r20
si
|Az| B |Az| _q
Az | |Az]
rezulta ca

, 0 .0
f'(z0) = a—Z(xoyyo) +1 a—z(%,yo)-

Corollary 1. Fie f = u + iv olomorfa pe D cu u si v de clasa C? pe D. Atunci u si v

.. . . 2 2 .
sunt functii armonice pe D adica Au = % + g—yg =0siAv=0
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Example 2. Aratati ca u(z,y) = 2* — y* + 22y este armonica pe R? si determinati v
astfel incat functia f = u + v sa fie olomorfa pe C.

Se verifica usor ca Au = 0. Avem
0
—u:2x+2y, —u:—2y+2x
oz

Trebuie sa avem

v  Ou v ou
oy Ox Yoor Jy Y
Integrand prima relatie in raport cu y si derivand in raport cu x obtinem
2 v /
v=2zy+y +h(z), —-=2y+h(z)
Ox
rezulta ca W'(z) = 2z si deci h(z) = —2* + ¢ unde ¢ este o consranta reala arbitrara.
Asadar,
v=2xy+y’ -1 +c
si deci

f=a? =y + 2y +i(2vy +9° — 2> +¢) = 22 —i2® +ic.



Exemple de functii complexe de o variabila complexa

Functia exponentiala

Pentru orice z € C seria

Functia exponentiala are urmatoarele proprietatile

(1) eIt =M V2,2 €C

(2) er = Yy eR

(3) e =cosx+isinz, Vre€R

(4) "t = ¢®(cosw + isiny), Yo,y € R

(5) functia exponentiala este olomorfa si (%) = €*
(6) T —e* Yz eC

Functia logaritmica

Sa observam intai ca restrictia functiei exponentiale
exp:{z€C:Imz € (—m+ 2km,m+ 2kr|} — C\ {0}
este bijectiva. Injectivitatea este evidenta. Pentru surjectivitate, fie ¢ € C\ {0}. Atunci
¢ = [C|exp(i( Arg(2)+2km) = exp(In(|z])) exp(i( Arg(z)+2kn) = exp(ln |z|+i( Arg(z)+2km))
Inverrsa acestei functii este
Ing : C\ {0} = {2 € C: 32 € (—m + 2km, 7 + 2kn|} — C\ {0}

Ing(z) = In|z| + i( Arg(z) + 2km)

se umeste determinarea de ordinul £ a functiei logaritm. Determinarea corespunzatoare

lui £ = 0 se noteaza cu Ln si se numeste determinarea principala a logaritmului. Aplicatia

In:C\ {0} = P(C), In(z)={Ln(z)+ 2kmi,k € Z}



se umeste multifunctia logaritm. Deoarece

Ln(z122) Ln(zl)eLn(ZQ) — eLn(zl)Jan(zl)

(& = 2129 = €

deducem ca
In(z129) = In(z1) + In(27)

In particular,
Ln(z129) = Ln(z1) + Ln(z) + 2kmi

unde k = 1 daca Arg(z1) + Arg(z) < —m, k = 0 daca m < Arg(z) + Arg(z2) < 7 si
k = —1 daca Arg(z1) + Arg(z2) > .

Sa notam R~ = {z € R,z <0} Cc C.
Propozitie. Pentru orice k € Z functia Iny este o functie olomorfa pe C \ R~ si
p_ 1 _
(Ingz) = — pentru z € C\ R
z

In particular

1
(Lnz)' = = pentru z € C\ R™
z

Functii trigonometrice si hiperbolice

Aceste functii se extind de la R si sunt definite pe intregul C

, exp(iz) —exp(—iz) pntl
7 = = )
() sinz 2i 7;( S et
exp(iz) +exp(—iz) . xn
(8) cos z = 5 = Z(—l) 20
n=0
_ exp(z) —exp(—2) = a2t!
h — = -
(9) sinh z 5 ; @n Dl
_exp(z) texp(—z) = 2"
(10) cosh z = 5 = Z 2n)]
n=0
Sunt functii olomorfe si avem
(11) (sinz) =cosz, (cosz)' =—sinz

(12) (sinh z)" = cosh z, (coshz) = sinhz

(13) cosh z = cos(iz), sinhz = —isin(iz)



Se pot verifica urmatoarele proprietati

(14) exp(iz) =cosz +sinz, VzeC

(15) cos’ 2z +sin® z = 1 = cosh® z —sinh®z, Vz e C

(16) cos(z1 & 2z3) = €08 21 COS 29 £ sin zy sin 29, Vz1,29 € C
(17) sin(z; & z5) = sin 21 cos 2o F cos z1 sin 29, Vz1,29 € C

Functia putere

Pentru a € C si k € Z definim functia

Pak - C \ {0} — (C, pa,k(2> = eXP(CL lnk(z))

Aplicatia
Pa: C\ {0} = P(C), pa(z) = {pay(2) k € Z}

se numeste multifunctia putere de exponent a iar p,j se numete determinarea (ramura) de
ordinul & a functiei putere. Determinarea (ramura) corespunzatoare lui k& = 0 se numeste

determinarea (ramura) principala a functiei putere si vom nota
2% = exp(aln(z)).
Functiile p,j sunt olomorfe pe C\ R~ si

p;k(z) = apa-1k(z), z€ C\R™

Integrale pentru functii de o variabila complexa

Se numeste drum in C orice functie continua 7 : [a,b] — C unde a,b € R, a < b. Multimea
{7(t) : t € [a,b]} se numeste suportul lui v iar y(a) si y(b) sunt respectiv punctul initial
si punctul final al drumului. Drumul este inchis daca y(a) = 7(b); drumul este simplu
inchis daca v este injectiv pe [a,b). Spunem ca un drum inchis este orientat pozitiv daca
un observator situat in punctul (¢) lasa interiorul lui 7 in stanga atunci cnd ¢ parcurge
intervalul [a,b]. Daca v : [a,b] — C este un drum, atunci drumul v~ : [a,b] — C definit
prin v(t) = a+b—t, t € [a,b] se numeste opusul lui v. Fie v: [a,0] = CsiT:[b,c] - C
doua drumuri parametrizate cu proprietatea ca y(b) = 7(b). Se numeste juxtapunerea

drumurilor v si 7 si se noteaza cu vy U 7 drumul

Ur— v(t) daca t € [a, b]
! 7(t) daca t € [b, (]
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Doua drumuri 7 : [a;b] — C si 7 : [a1,b] — C sunt echivalente (cu pastrarea orientarii)
daca exista h : [a,b] — [a1,b1] un homeomorfism creascator, diferentiabil pe [a, b] (excep-
tand eventual o submultime finita) astfel incat v = 7 o h. Numim curba orientata o clasa
de drumuri echivalente.

Daca v : [a,b] — C, ~(t) = x(t) + dy(t) iar x(t) si y(t) sunt functii derivabile cu
derivatele continue pe (a,b) (adica functii de clasa C') spunem ca ~y este un drum neted.
Daca intr-un numar finit de puncte din (a, b), 2(t) sau y(t) nu sunt derivabile, v se numeste

drum neted pe portiuni.

Definitie. Un domeniu D (adica o multime deschisa si conexa) din plan se numeste
simplu conex daca orice drum simplu inchis cu imaginea inclusa in interiorul lui D este

frontiera unei submultimi incluse in intregime in D.

Definitie. Fie G C Csi f : G — C continua, f(z) = f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y). Fie
7 : [a,b] = C drum neted. Definim integrala

/f(z)dz: /udx—vdy—l—i/vdm—i—udy.
ol v v

Daca 7/(t) = 2/(t) 4+ 1/ (t), atunci
[ 1= [Tl o010 — o0, 50} @)+

i [ (0,502 0) + ule®)uO) e = [ £ -7 B
Asadar ,
[z = [ 160) - 0

Propozitie. Fie v : [a;b] — G si 7 : [a1,b1] — G doua drumuri echivalente si f : G — C

/Wf(z)dz:/Tf(z)dz

Demonstratie. Deoaece v si T sunt echivalente, exista h : [a1, b1] — [a, b] un homeomorfism

o functie continua. Atunci

creascator, diferentiabil cu exceptia unui numar finit de puncte astfel incat 7 = ~ o h.
Atunci folosind formula de schimbare de variabila din cazul integralei Riemann reale
obtinem

by

b1
/f(z)dz = [ f(r(s)T(s)ds = [ f(v((s)))y'(h(s))N (s)ds

ai



:LU@@W@anlﬂaw-

Doua drumuri echivalente au acelasi suport si aceeasi orientare (adica aceeasi origine
si acelasi punct final). Din Propozitia de mai sus deducem ca pentru calculul integralei
curbilinii este sucient sa indicam suportul si orientarea urmand ca apoi, la calculul efectiv
al integralei sa deteminam unul din drumurile echivalente care au suportul si orientarea
indicate (adica sa precizam parametrizarea).

Urmatoarea propozitie rezulta imediat din definitia integralei.

Propozitie. (1) Fiey:[a,0] =G CC, f,g: G — Csia,p e C. Atunci

[Mﬂd+@@ﬁk=aﬁﬂ@+ﬁlﬂ@@.

(2) Fie v : [a,b] — G si 7 : [b,¢] - G doua drumuri parametrizate cu proprietatea ca

v(b) = 7(b) si v U 7 juxtapunerea celor doua drumuri. Daca f : G — C este o functie

/VUTf(z)dz:lf(z)dz+[f(z)dz_

(3) Fie v : [a,b] = G un drum neted pe portiuni si v~ opusul lui 7. Daca f : G — C este

/7 f(2)dz = —/Wf(z)dz.

Exemplu 1. Fie C cercul cu centrul in zg si raza r, parcurs in sens trigomometric. Atunci

" 27t daca n=—1
/ (= 20)" =
c 0 daca n# -1

O parametrizare a cercului C este

continua atunci

o functie continua, atunci

Y(t) = re + z, t€]0,2n]

1 2 1 ) 27 ) )
/ dz = / - (re't)dt = / reire'tdt = 2mi.
cZ— 2o o Tre 0

2 2
/(z — 20)"dz = / reMire dt = / irm ettt g — o
c 0 0

Atunci,

Daca n # —1,



Teorema (Teorema lui Cauchy). Fie G un domeniu simplu conex din Csi f : G — C o
functie olomorfa. Pentru orice domeniu marginit D C C cu v = dD drum simplu inchis

neted pe portiuni avem

1) / f(z)dz =

Demonstratie. Conform definitiei avem

/f(z)dz:/ud:c—vdy—l—i/vd:c—l—udy:
vy v v

(aplicand formul lui Green)

(22 oy [ (22 ot

ultima egalitate rezultand din relatiile Cauchy-Riemann.

Observatie. Concluzia teoremei de mai sus ramane adevarata (cu aceasi demonstratie)
daca G este o multime deschisa arbitrara, D este un domeniu marginit simplu conex cu

D C G, a carui frontiera 7 este un drum simplu inchis si neted pe portiuni.

Corolar. Fie G un domeniu simplu conex si fie drumurile netede pe portiuni ~yq,7s :

[a,b] — G avend acelaeasi extremitati. Atunci

/W1 f(2)dz = [m f(2)dz

Demonstratie.  Sa consideram cazul in care cele doua drumuri nu au si alte puncte

comune in afara de extremitati. Din teorema lui Cauchy avem

/y G

de unde rezulta egalitatea dorita. In cazul in care drumurile au un numar finit de puncte in
comun aplicam argumentul anterior pentru fiecare bucla (portiuni ale celor doua drumuri

cuprinse intre doua puncte comune consecutive.



Integrarea functiilor olomorfe. Formula lui Cauchy

Definitie. Fie f o functie complexa continua pe o multime deschisa G din C. O functie
F : G — C se numeste primitiva a lui f daca F este olomorfa pe G si F'(z) = f(2),
Vz e G.

Teorema. Fie G un domeniu din C. Daca F este o primitiva a lui f pe G si~y : [a,b] = G

este un drum neted pe portiuni din G atunci
[ 121z = Fa®) - Fota))
.

Demonstratie. Se observa ca este suficient sa demonstram terorema pentru cazul in care

~ este un drum neted. In acest caz

/}@wz/fwwwwﬁz/mewww

a

— [ GEGO) = FOO) - Fol)

Propozitie. Doua primitive ale unei functii f definita pe un domeniu G difera printr-o

constanta.
Demonstratie. Exercitiu !

Teorema. (de existenta a primitivei) Fie D C C domeniu simplu conex si f : G — C
functie olomorfa. Atunci exista F' : D — C functie olomorfa astfel incat F'(z) = f(z)

pentru oricare z € D.

Demonstratie. Fixam zy un punct oarecare din D si fie z € D. Fie ¢ > 0. Deoarece
f este continua in z exista 6 > 0 astfel incat pentru orice ( € G cu |( — z| < § avem
|f(C) — f(2)| < e. Deoarece D este dechisa putem alege § astfel incat D(z,d) C D. Fie h
cu |h| < 4. Atunci segmentul [z, 2 4+ h] C D. Fie

F@=/f©%

unde v, este un drum oarecare din D cu inceputul in zg si sfarsitul in z. In virtutea
Corolarului Teoremei lui Cauchy (vezi cursul 9), F(z) este corect definita, nedepinzand

de drumul ales. Fie 7 : [a,b] — C un drum astfel incat v(a) = 2y si 7(b) = z. Atunci

Ld( - /ab:n’(t)dt +z‘/abg/(t)dt S

1



F(z+h) = F(2) _‘1 1 ‘ 1 )
' h f(2)] = h/[Z’Zth]f(C)dC hA,Z+h}f<Z)dC < h/[z,z—s—h} 1f(z)=f(C)dC
si deci - —_ 1
C€lz,2+h)]
Asadar,
i FEL=F ) _
220 Z— 2

si deci F'(z) = f(2).

Teorema (Formula lui Cauchy). Fie G C C un domeniu simplu comex si fie C' o curba
din G inchisa, simpla, neteda pe portiuni si orientata pozitiv, care este frontiera unui

domeniu D. Atunci pentru orice zy € D are loc relatia

fle) = = [ L@,

21t Jo 2 — 2o

Demonstratie. Fie C(z9,7) = {z € C: |z — 29| = r} C D cercul de raza r centrat in z,
orientat pozitiv si fie w un segment (numit taietura), paralel cu axa Ox care are un capat
pe C(zp,r) si celalalt pe C. Domeniul marginit care are frontiera C' U w~C/(2p,7)” Uw

este un domeniu simplu conex ce nu-l contine pe z,. Conform teoremei lui Cauchy avem

0= = _f(z) dz

2mi CUWw=UC(20,r)~Uw # — 20

LS, L[ e,
2m Jo 2 — 2o 270 J ez 2 — 20

1 1

211 C(z0,r) Z— 20

o /C(zo,r = de = )| = o /C(zo,?“) e f(ZO)dZ‘

211 ) 2 — 20 211 Z— 2

de unde rezulta ca

Deoarece
dz=1

obtinem

1 T f(z0 + re') — f(z0)

27 J, rett

ireitdt‘ <

< sup |f(z0+re") — f(z0)| — 0 pentru r — 0.
te[0,27]



Convergenta uniforma

Fie D C C un domeniu si (f,,)n>0 un sir de functii f,, : D — C.

Definitie. Spunem ca sirul (f,,),>0 converge uniform la functia f : D — C daca pentru

orice € > 0 exista n. € N astfel incat |f,,(z) — f(2)| < &, pentru orice N > n. si orice

zeD.

Definitie. Spunem ca seria de functii »_ f, converge uniform la f daca sirul (s,),en al
n=0

sumelor partiale s,, = fo + fi + - - - + f, converge uniform la f.

Teorema. Fie (f,),>0 un sir de functii care converge uniform la f pe D sifiey : [a,0] — C

un drum neted pe portiuni. Atunci

n—00

lim fn )dz:/fdz

Corolar 1. Fie seria Y f, uniform convergenta la f in domeniul D. Fie fie vy : [a,b] — C
n=0

un drum neted pe portiuni. Atunci exista Z f fu(2)dz si

S [ dz—/f

n=0""
Serii de puteri

Definitie. Se numeste serie de puteri o serie de functii de forma

o0
Z an(z — 29)"
n=0

unde z € C, centrul seriei 2y € C iar coeficientii a,, € C, n =0,1,2,....

[e.@]

Teorema. Fiind data o serie de puteri ) a,(z — 20)", exista un unic R € [0, oo] astfel
n=0

incat

(1) seria converge absolut pentru orice z € C cu |z — 29| < R

(2) seria este divergenta pentru orice z € C cu |z — zo| > R

Numarul R se numeste raza de convergenta a seriei de puteri si se calculeaza cu formula

Cauchy-Hadamard
1

lim sup,,_, o, V/|an]

R:




o0

Fie ) a,(z — 29)" o serie de puteri cu raza de convergenta R. Aceasta serie defineste o
n=0

functie pe discul deschis D(zp, R) ={z € C: |z — 29| < r},

flz) = Z%(Z —20)", 2z € D(z, R).

n=0

Seria de puteri

oo
Z nan(z — z)"
n=1

[e.e]

obtinuta prin derivarea termen cu termen a seriei > a,(z — 2)", are aceasi raza de
n=0

convergenta R (verificati !) si defineste o functie g pe discul deschis D(zg, R)

g(Z) = Znan(z - ZO)n_l, z € D(Zo,R)
n=1

Cu aceste notatii avem

Teorema. Seria de puteri Y a,(z — 29)" converge uniform la f(z) pe orice disc D(z, )
n=0
culd<r<R.

Theorem 2. Functia f(z) = ) a,(z — 20)" este olomorfa pe D(zy,R) = {z € C :
n=0

|z — 20| < R} si

fl(z) = Znan(z —20)""', z¢€ D(20,R).
n=1

Mai mult pentru orice k£ € N exista derivata de ordinul k£ a lui f si

FO) = "nn—1)-(n—k+1ay(z - 2)""* z€D(z,R).

Observatie. Cu notatiile de mai sus avem

(1) F®) (z) = Klay,

Functii complexe analitice

Teorema (Cauchy-Taylor). Fie f : G — C olomorfa pe un domeniu oarecare G C C.
Atunci

1) f este infinit C-derivabila pe G.



2) Fie zp € G si R = inf{|( — 2|, { € C\ G}. Exista o unica serie de puteri centrata

in 2y cu raza de convergenta > R astfel incat
o0
f(z) = Zan(z —20)", |z — 20| < R.
n=0

Pentru orice 0 < r < R sioricen=20,1,2,...

f™(z0) _ 1 f(©)
.= = — BEAL Y-
¢ /C(zo,r) (C et C

n!  2mi — 2p)

Demonstratie Fie r < R. Fie z € D(zp,7). Din formula lui Cauchy avem

f(z)zi,/ &dg, Y|z — zo| < 1.

271 Clz0.r) (—z

zZ—Z0

| < 1 si deci
20

Daca ¢ € C(z,r) avem

Lo L B S S ol et i
(—z ((—z)—(2—2) ((—z) 1—-=2 Z:(C—Zo)"“'

¢—20 n=0

inmultind fiecare termen cu f(() si utilizand Corolarul 1, obtinem

_\ S f(©)
(2) f(z) = Zan<z —20)" cua, = o7 o) de

n=0

Prin urmare f(z) este suma unei serii de puteri centrate in zo pentru z € D(zg, r) pentru
orice 0 < r < R. Concluzia 1) rezulta din Teorema 2. Din observatia (1) rezulta ca in

dezvoltarea in serie de puteri (2) avem

a, = af(")(zo), n € N.

Deci coeficientii a,, nu depind de 0 < r < R si, ca urmare, dezvoltarea (2) e valabila

pentru orice z cu |z — 2| < R, cea ce demonstreaza 2).

Definitie. Seria din relatia de mai se numeste seria Taylor asociata functiei f in punctul

20-

Definitie. Fie f : G — C, G C C deschisa si zgp € G. Spunem ca f se dezvolta in

serie de puteri in zy daca exista o serie de puteri »_ a,(z — 29)" cu raza de convergenta

n=0
o
R > 0 astfel incat f(z) = > a,(z— 20)" pentru orice z € D(zg, R). Functia f se numeste
n=0

analitica pe GG daca f se dezvolta in serie de puteri in orice punct z € G.



Teorema. Fie G C C deschisa si f : G — C. In aceste conditii f este olomorfa pe G

daca si numai daca f este analitica pe G.

Demonstratie. Faptul ca o functie olomorfa este analitica rezulta din teorema Cauchy -
Taylor iar faptul ca o functie analitica este olomorfa rezulta din faptul ca orice serie de

puteri cu raza de convergenta R > 0 defineste o functie olomorfa pe D(zg, R).

Teorema (Morera). Fie f : D — C continua, unde D este un domeniu simplu conex.

Daca f7 f(2)dz = 0 pentru orice drum neted v C D, atunci f este olomorfa in D.

Demonstratie. Fie zy € D. si fie F(z) = f% f(z)dz, unde 7, este un drum oarecare
din D, neted pe portiuni care uneste zy cu z. In teorema de existenta a primitivei s-
a demonstrat ca daca f este o functie olomorfa atunci F' este de asemenea olomorfa si
F'(z) = f(z). Cum conditia ca f sa fie olomorfa a fost folosita numai pentru a demonstra
independenta de drum a integralei curbilinii, deducem ca F' este olomorfa si in virtutea

teoremei Cauchy-Taylor, rezulta ca f = F’ este de asemenea olomorfa.

Propozitie (Inegalitatile lui Cauchy). Fie f : D(zy, R) — C o functie olomorfa marginita,
|f(2)] < M pentru orice z € D(z, R). Atunci

M
FO () < nan’ neN

Demonstratie. Fie 0 < r < R. Cu Formula lui Cauchy avem

! M M
/ —f(z) dz| < Xony _
C(zo,r) (

z — zp)"t! - 27 pntl rn

Concluzia propozitiei rezulta trecand la limita cu r — R
Teorema (Liouiville). Daca f : C — C este olomorfa si marginita atunci f este constanta.

Demonstratie. Fie zy € C. Deoarece f este marginita exista M > 0 astfel incat |f(z)| <
M. Daca R > 0, atunci din propozitia anterioara deducem ca |f'(z)| < M/R. Deoarece
f este olomorfa pe C rezulta ca aceasta inegalitate este adevarata pentru orice R > 0.
Cu R — oo rezulta ca f'(z9) = 0. Asadar f’(z) = 0 pentru orice z si folosind relatiile

Cauchy-Riemann concluzionam ca f este constanta.



Serii Laurent

Definitie. Se numeste serie Laurent o serie de forma

oo o0
5 anz—zo g +§ anz—zg
Z—ZO

n=—oo n=1 n=0
o

Seria Z o Se numeste partea principala iar seria > an(z — zp)™ se numeste partea
= n=0

regulata (tayloriana)

Sa presupunem ca Y a,(z — zo)", care reprezinta partea regulata este convergenta
n=0
o0
pentru |z — zp| < R. Daca seria de puteri Y  a_,(z — 2)"
n=1

este conevergenta pentru

>r =1/R,. Daca

o0
|z — 21| < Ry, rezulta ca seria ) (Z ) este convergenta pentru o=zl

n=
r < R atunci seria Laurent este convergenta in coroana circulara r < \z — 2| < R.

Theorem 1. Fie G C C un domeniu, f : G — C o functie olomorfa si coroana circulara
D={2€C: Ry <|z— 2| < Ry} cu DC G. Pentru orice z din D functia f poate fi
dezvoltata in serie Laurent de puteri ale lui z — 2.

o0

f(z) = Z an(z — 2)".
n=—o00
Demonstratie. Fie cercurile centrate in zy, C(z20,R1) = {z € C : |z — 2| = Ry} si

C(z0,Re) = {z € C: |z — 29| = Ra} siy = |20+ Ri,20 + Re] un segment de dreapta
cu capetele pe cele doua cercuri. Domeniul D* = D \ v este simplu conex cu frontiera
0D* = C(z9, R2) Uy~ U (20, R1)~ U~y. Cu formula lui Cauchy, avem pentru z € D*.

1 fQ, 1 FIOn S J©
d (Z>_TM/aDcTde_2wi /c<zo,32)c—zd< omi /C(ZO,R1><—zd<

Daca ¢ € C(z, R») avem |Z=22| <1 si deci
1 1 1 I i z — 2
(—z (C—2)—(2—2) ((-2) 1-2 ((—2) 4 (C—2)"
Daca ¢ € C(z, R1) avem g:—zg < 1 si deci
1 1 -1 1 B i z— 2
(—z (C—2)—(2—2) (z — 20) 1 -2 —20) == (2 — 20



In consecinta, daca ¢ € C(zg, Rs) avem

f(C) — (¢ — z0)"
¢ — Z —Zo

n:0

si daca ¢ € C(zg, Ry) avem

O _ SO -y
(—=2 (z = 20) == (2 — 20)"
Intrucat convergenta este uniforma, prin integrare termen cu termen obtinem

: / f /
) —dC (z—z)"
270 J ¢ (0, Ro) C Z 27Tz Z Cleokn) (€ — )t

o0

—";L— ;ig;l —-_1_ _ n—1 . 1
omi /c<z0,32) =" o ; /C(ZO,RQ) HONC = 2)" e

Rezulta ca

f(z) = Z an(z — 2p)
unde
_ 1 f(Q)
e 2 C(z0,R2) de? =t
= [ FQC— )G ns -1
T JC(z0,R1)

Din Teorema lui Cauchy rezulta ca pentru orice Ry < r < Ry

_ 1 f(Q)
2 C(z0,7) (¢ — #z)tt =0
1 —n—1
n =5— o) FOC —20)"d¢, n<—1.

Puncte singulare izolate. Reziduuri

Definition 2. Fie G C C, 2o € G si f : G\ {20} — C. Punctul z, se numeste punct
singular izolat pentru functia f daca exista R > 0 astfel ncat D(zp, R) C G si f este
olomorfa pe D(zg, R) \ {20}

Din Teorema anterioara, rezulta ca exista r > 0 astfel incat pentru orice z € D(zg, R)\

{20} avem



Daca partea principala a dezvoltarii este identic nula atunci zy se numeste punct
singular izolat aparent.

Daca partea principala are un numar finit de coeficienti nenuli, adica este de forma

a_p a_q

T T 40
(z — z)" z—zo’a 7

atunci zy se numeste pol de ordinul n

Daca partea principala are o infinitate de termeni nenului atunci zy se numeste punct

singular izolat esential.

Definition 3. Fie z; un punct isolat pentru f is fie

o0

f(2)= ) aulz—2)"

n=—oo

dezvolatrea lui f in serie Laurent pe multimea D(zg, R) \ {20} Se numeste reziduu al lui f
in punctul zy si se noteaza Res(f, zy) coeficientul a_; al dezvoltarii lui f in serie Laurent

de puteri ale lui z — zy. Asadar,

1
Res(f,z0) = a_1 = — f(z)dz, 0 <r <R.
2m C(z0,7)

Propozitie. Fie G C C o multime deschisa, f : G — C olomorfa si zy un punct singular
izolat pentru f. Atunci zy este un punct singular aparent daca si numai daca f este

restrictia unei functii olomorfe g pe G U {z}.

Demonstratie. Daca zy este un punct singular aparent, exista R > 0 astfel incat pentru

orice z € D(zp, R) \ {20} avem

flz) = Z an(z — 20)".

n=0

Functia g : G U {2} — C definita prin

o=

este olomorfa pe G'U {2z} si restrictia ei la G este f. Reciproca, este evidenta.

Corolar. Fie G C C o multime deschisa, f : G — C olomorfa si zy un punct singular
izolat pentru f. Atunci zy este un punct singular aparent daca si numai daca functia f

are limita in punctul 2.



Proposition 4. Fie G C C o multime deschisa, f : G — C olomorfa si zy un punct
singular izolat pentru f. Atunci zy este un pol de ordinul n daca si numai daca exista o

functie g olomorfa pe G U {2} cu g(z9) # 0 astfel incat

) fa)= 2

(z — 2z)"

Demonstratie. Sa presupunem ca zy este un pol de ordinul n. Atunci exista R > 0 astfel

incat pentru z € D(zo, R) \ {20} sa avem

f(z):a;”+...+ a-1

(z — zo)" z— 2

+a0—|—a1(z—zo)+---+ak(z—20)k+--- sa_, # 0.
Asadar, daca z € D(zp, R) \ {20} atunci

(2= 20)"f(2) = e+ app1(z—20) -+ a_1(z—2)" P Hag(z—2)" +ar(z—2z)" ™+
si deci lim, ., f(2)(z — 20)" = a—,, Functia g : GU {2} — C

M@:{(z—%ﬁﬂ@ 2 # %

a_p z =z

este olomorfa cu g(zp) # 0 si daca z € G atunci

f)= 29

(z — 2)™

Reciproc sa presupunem ca exista g : GU{zp} — C olomorfa care satisface (1) si g(zo) # 0.

Intrucat g este olomorfa exista R > 0 astfel incat pentru z € D(zy, R) sa avem

g(z) = Z an(z — 2)".

n=0
Atunci, daca z € D(zy, R) \ {20} avem
P— CLO al o . an_l —_ o e
f(Z) - (Z _ Zo)n + (Z _ Zo)n_l + Z— 2 +a, + an+1(2 Zo) +

si cum ag = g(z9) # 0, rezulta ca zy este un pol de ordinul n.

Corolar. Fie G € C o multime deschisa, f : G — C olomorfa si zy un punct singular

izolat pentru f. Atunci zy este pol de ordin n pentru f daca si numai daca

lim [£(2)] = o0

Z—r20



Corolar. Fie G C C o multime deschisa, f : G — C olomorfa si zy un punct singular
izolat pentru f. Atunci 2y este punct singular esential pentru f daca si numai daca nu

exista lim |f(z)]
Z—20

Proposition 5. Daca f are in zy un pol de ordinul n atunci

Res(f, 20) = lim (2 — z0)" ()]

(n — 1)! 2=z

Demosntratie.  Deoarece z, este pol de ordin n exista g : G U {20} — C olomorfa cu

g(z0) # 0 astfel incat

R ()
9(2) =z

g(z) = Z an(z — 20)".
n=0
Atunci, daca z € D(29, R) \ {20},

ap+ai(z —20) +as(z—20)> + -+ an(z —20)" + -

(z —2z)"

f(z) =

Atunci reziduul lui f in zy este coeficientul lui a,_; din dezvoltarea in serie de puteri a
lui g(2) = (2 — 20)" f(2). Deci,

1 _ 1 : n—
9" D (z0) = e lim g V()

Res(f, z) = =1 (n — 1)1 220

1
_ : _ . \n (n—1)
Corolar. Daca f are in zy un pol de ordinul 1 atunci

Res(f, z0) = lim (2 — 29) f(2)

Z—20

Theorem 6. Fie G C C o multime deschisa , ay,as,...a, € Gsi f: G\{ay,as,...a,} —
C o functie olomorfa in G \ {ay,as,...a,} (deci acesta sunt puncte izolate pentru f).
Fie D un domeniu marginit simplu conex astfel incat D C G si a1, aq,...a, € D. Daca

frontiera lui D notata cu C' este o curba neteda pe portiuni si orientata pozitiv atunci

/ f(2)dz = iQm’Res(f, a;)
¢ i=1

Demonstratie. Fiery, 19, ..., r, numere pozitive suficient de mici astfel ca discurile D(a;, 1;),

i=1,2,...,n sa fie incluse in D si disjuncte doua cate doua. Fie C(a;,r;) frontierele lor



orientate pozitiv. Fie D* = D \ U ,D(a;,r;) cu frontiera (orientata pozitiv) 0D* =

oD\ U ,C(a;,r;). Cu Teorema lui Cauchy, se poate arata

0= (2)dz = . F(z)dz + Z/C f(z)

8D (as,ms)~

si deci

o f(z)dz = 2mi ZZI Res(f, a;).



Propozitie. Fie G o multime deschisa din C si p,q : G — C doua functii olomorfe pe
G. Daca p(z) # 0, g(z0) = 0 si ¢'(z9) # 0 atunci 2y este un pol de ordinul unu pentru

functia f(z) = 58 si

Res(f,z) = P

Demonstratie. Intr-o vecinatate a lui zg

02) = o)z~ 20) + L ) -
Atunci
= lim (2 = 20)p(2) _ p(20)
Res(f,20) = Zl_,zo (z— 20)[¢(z0) + (z — 20)¢" (0) /2 + -] ¢(z0)°

Integrale de forma

2m
I:/ R(sin 6, cos 0)do
0

unde 0 — R(sinf, cos ) este o functie continua pe [0, 27], rationala in argumentele sin
si cos 6.

Aceasta integrala se reduce la integrala unei functii complexe daca se face schimbarea
de variabila z = eifl. Atunci

1, . 4 1 1
cosf = i(ew +e7) = 3 (z + —>

z

1 0

, 1 1
: o 6—19) =—|z—-=
21 21 z

sinf = —(e

Deoerece dz/df = ie® avem df = dz/iz. Cand 6 parcurge intervalul [0,2n] variabila
complexa z = ¢ parcurge in sens pozitiv cercul unitate |z| = 1. In acest fel notand cu C

cercul unitate parcurs in sens pozitive, integrala devine

L:;/R<%f1flkvgi
v Jo 21z 2z z

Ultilizand teorema reyiduurilor obtinem ca

I =2mi Z Res(f, z1)
k=1

22—-1 2241\ 1
ﬂd_R(Qm’ 22 )E

si zp sunt punctele singulare ale lui f din discul unitate.

unde

1



Exemplu. Calculati integrala

/ do
o V2 — cosb

Procedand ca mai sus integrala devine

/\/_ dZ/ZZ +1) /——( —dQZ\/_z—i-) _%/c(z—\/ﬁ—l(ffz—\/ﬁ—i—l)

Fie
1

(z=vV2-1(z=V2+1)

Observam ca avem un singul pol z; = V2 — 1 in dicusl unitate

f(z) =

1 1
Res(f,z1) = lm ——— = ——
(f 1) 221y — \/§ o 1 2

Asadar,
= 27.

/ do
o V2 —cosb

Calculul integralelelor improprii de forma

/_Z f(z)dz

Vom presupune ca f(x) = p(z)/q(x) este o fucntie rationala astfel incat numitorul nu se

anuleaza pe R si gradul lui ¢(z) este cu cel putin 2 mai mare decat gradul numaratorului

p(x).

Asadar, exista Ry > 0 si M > 0 astfel incat punctele singulare ale lui f(z) (adica

zerourile lui ¢(2)) sa se gaseasca in exteriorul discului D(0, Ry) cu centrul in origine si

raza Ry si astfel incat

M
IF(z)] < E 2] > Ro.

Consideram curba inchisa orientata pozitiv compusa din segmentul de dreapta [—R, R]

si semicercul Si din semiplanul superior. Conform Teoremei reziduurilor,

R n
/ f(x)dx + f(z)dz = 27m'ZRes(f, 2k),
—R Sk k=1

unde zj sunt punctele singulare ale lui f din semiplanul superior, {z € C : Im z > 0}.

Vom arata ca pentru R — oo integrala pe semicercul Sy tinde la zero. Atunci

< [l < T - T

R? R

f(2)dz
Sgr




Asadar daca R — oo valoarea integralei tinde la zero. In consecinta

/00 f(z)dx = 2mi i Res(f, zi).
e k=1

Exemplu. Calculati integralele

g2 >~ 1
[ = d I, = —d
' /001+:174 oo /Ool+a:4x

Solutiile ecuatiei z* = —1 sunt

w42k

=6 4+ k=0,1,23

Dintre acestea

1T
Zp=¢€4, z =¢€'4

se afla in semiplanul superior. Atunci
I, = 2mi (Res(fl, 20) + Res(fi, z))

I, = 2mi (R@S(fg, 20) + Res( fa, z))

Atunci,
2 2
_ <0 _ 1 —im /4 o ) . 1 —i37m/4
1 | 1 | P
Res( fa, 20) :428 =€ A Res(fa,2) = 423 1 /

In consecinta
7T\/§
5

Definitie. Fie f : R — C cu f(¢f) = 0 daca t < 0. Definim tramsformata Laplace a

11:]2:

functiei f, notata cu F' sau L[f], prin

F(s) = /000 f(t)e *tdt

in acele puncte s € C pentru care integrala improprie de mai sus este convergenta, adica

exista si este finita limita
lim [ f(t)e *'dt = / f(t)e dt.
0

Functia F' se mai numeste si functie imagine.



In examplele urmatoare toate functiile considerate se presupun inmultite cu functia

h(t):{o, t<0

lui Heaviside

1, t>0
o0 —pt |>° o0 o—pt e~ Pt | 1
C[t](p)Z/ te Pldt = —t — —I—/ —dt=——-1 =—5,Rep>0
0 P o 0 p 2T p
Oo Bl “nn-1 n n!
L[t"|(p) = / t"e Pdt = —t" — / —  ePpdt=—L(t"!) = —» Rep>0
0 0 0 D "
%0 st [®
L[e™](p) = / el Pt = = , Rep>Re«
0 Q=D p—=

L) + LU0 = 5 (50 4 o ) = e Rep >0



Transformarea Laplace

Definitie. Se numesc functie original orice functie f : R — C cu proprietatile
(1) f(t) =0dacat <0;

(2) pe orice interval marginit f este continua cu exceptia unui numar finit de puncte de
dicontinuitate de prima speta (un punct de discontinuitate este de speta intai daca

functia are in acel punct limite laterale finite).
(3) exista sg € R si M > 0 astfel incat
f(t) < Me** vt >0
Numarul sy se numeste indice de crestere.

Teorema. Fie f o functie original cu indicele de crestere og. Atunci F' = L[f] este

definita in semiplanul {p € C: Re p > sy} este olomorfa in acest semiplan si

0 ) - | RO

Demonstratie. Fie p = s+ 1t cu s > sg.

/ f(t)eptdt’§ / |f ()]0t < M / et =
0 0 0

De aici rezulta ca integrala este convergenta in semiplanul s = Re p > s,.

M

S — 5o

F(z)— F(p) = 000 f@) (e —e ™) dt
o lce—pt
et — Z ( tk' (Z _p)k — e Pt _te pt(z —p) + (z —p)2R(z,p, t)
Cum i i . l l
o (=t)re (2 —p) (=) e Pz — p)t
RG] < |52 = |5

l
< t2€—st Z _t) |Z i p|l _ t26—st€—|z—p|t < t2€—(s—\z—p\)t

/000 R(z,p,t)f(t)dt

ultima expresia fiind finita pentru z € D(p,r). Atunci

@) lim ) =) _ / T et

z—p zZ—0p
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Deoarece
at

e
t< —,Va>0
«

rezulta ca M
tf(t)] < —e™
«Q

deci t f(t) este functie original si integrala din formula (2) este absolut convergenta pentru

S > S+ a > Sg.
Teorema. Fie f si g functii original si F' = L[f]. Avem urmatoarele proprietati:

1) Proprietatea de liniaritate

Llaf + Bg]l = aL[f] + BL]g], pentru orice o, § € C.

2) Proprietatea asemanarii

3) Proprietatea intarzierii

LIf(t —a)](p) =e " F(p), a>0

4) Proprietatea de deplasare

LleMf)](p)=Fp+A), ReA+Rep>0

Demonstratie. 2) Cu schimbarea de variabila s = ot avem

Ll ()] (p) = /0 " oty tan = - /O o (<2 psyas =~ (2)

« (07

3) Cu schimbarea de variabila s = t — a avem tinand cont de faptul ca f este o functie

original (deci f(t — ) = 0 pentru t < o) avem

CIf(t - )(p) = / "l — at)e v = / " Fs)e P ds = e F(p)

Propozitie (Derivarea originalului). Presupunem ca f este o functie de n—ori derivabila
pe R\ {0} sica f, f',... ... . f™ sunt functii original cu indicii de crestere sg, s1, ..., Sp.
Fie k = max{sg, 51, .., 5, }. Notam f*)(0) = lim,_,o f*)(¢). Atunci

L) = L)l = 3 FP O™, Re p> .



Demonstratie. pentru n = 1,
£ = [ P = £ e [ s0e = pelnle) - £(0),
Pentru n = 2
LIF"I(p) = pLIFN(P) — £10) = pLAIR) — pf(0) = £(0)

Propozitie (Integrarea originalului). Fie f functie original cu indicele de crestere sg.

Atunci, pentru orice p € C, Re p > sy avem

r [/otf<8)ds] (p) = L)

p

Demonstratie. Fie g(t) = fot f(s)ds. Se verifica ca g(t) este functie original si g(0) = 0.

Avem

LIf1(p) = L[g'(p) = pLIg](p)-

Propozitie (Derivarea imaginii). Fie f functie original cu indicele de crestere sg si F' =
L[f]. Pentrun > 1

Demonstratie. Observam ca relatia (2) se poate scrie

F'(p) = LI=tf(t)](p)

Propozitia rezulta aplicand succesiv aceasta formaula.

Eremplu

2p
Lltsint = —
tsint] () = 7 g
Enuntam fara demonstratie urmatorul rezultat

Teorema (Formula Mellin-Fourier). Fie f functie original cu indicele de crestere sq si

F = L[f]. Atunci in punctele de continuitate ale lui f avem

1 a-+i00 . 1 at+iR .
t = — F p d - 1 F P d 1) >
f(t) 57 /a » (p)edp il | (p)eP'dp, a > sg

iar in punctele de discontinuitate

1 a+100

FUC+0+ =0 =5 [ Feedp. a> s

27 Jy—ivo



Teorema (Mellin). Fie f functie original cu indicele de crestere sy si F' = L[f]. Daca

F' se poate prelungi la o functie olomorfa pe C cu exceptia unui numar finit de puncte

singulare py,pa, ..., pn si

(3) sup |F(p)| = 0 cand R — oo
Ip|=R

atunci

£(t) = 3" Res(F(p)e™, py)

Demonstratie. Fie C(a, R) cercul de raza R, centrat n punctul de centru a si semicercul
vr(a) = Cla,R)N{p € C: Rep < a}. Fie curba nchisa 'r = yg U [a —iR,a + iR)|

parcursa in sens pozitiv. Tinand cont de (3), se poate arata ca pentru ¢t > 0

lim F(p)e’'dp =0

B=00 Jyp(a)

Cu Formula Mellin-Fourier deducem

1 a+ioco . 1 a+iR .
_ Pt — &1 P
f(t) = omi ) F(p)ePdp 57 P}grgo - F(p)eP'dp, a > sg
1 a+iR . .
= — | lim / F(p)ePdp + / F(p)e? dp)
2mi <R_>OO a—iR Yr(a)
1

— F(p)ettdp = Z Res(F(p)e”, py,).

- 2mi T'r(a)

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale

Definitie. O ecuatie diferentiala pentru functia y = y(t) definita pe intervalul I C R de

n ori derivabila este o relatie de forma
F(t,y,y,...,y™)=0
O functie y : I — R este o solutie a ecuatiei diferentiale daca
F(t,y@t),...,y™t) =0, VteI
O ecuatie diferentiala de forma
any™ + ap_1y™ D 4 4 ay, = f(t)

cu ag, ay, - .., a, € R, a, # 0 se numeste ecuatie diferentiala liniara cu coeficieni constanti

de ordinul n.



Fie ecuatia diferentiala

(n—1)

any™ + an 1y + ary + agy = f(t), ao,a1,....a, €C, a, #0

cu conditiile initiala
y(0) =0, 4'(0) = w1, y
Vom determina y(t) pentru ¢ > 0 folosind transformata Laplace.
anLly™)(p) + an-1 LIy"V)p) + - + ari Ll (p) + aoLly] = L[f)(p)

Notand F' = L[f] si Y = L[y] obtinem

n—1
an (p"Y(p) - Z ykp”1k> +- - +ag (P X () —py1 —vo) +a1 (pX (p) — o) +ao X (p) = Y (p)
k=0
Notam )
Alp) = Z ap"
k=0
n—1 n—2
B<p) == an Z ykpnilik + an,1 Z yk.pn727k + o o + alyO
k=0 k=0
avem
A(p)X(p) = B(p) + F(p)
si deci
X(p) = B(p) + F(p)
A(p)

de unde cu formula lui Mellin se obtine y(%).

Exemplu. Sa se rezolva ecuatia

/

y'+y —2y=e", y(0)=0, y(0)=1

Lly" + LIy] - 2L[y] = L[]

p*Y (p) — ' (0) — py(0) + pY (p) — y(0) — 2Y (p) = yﬁ
si deci .
Y(p)(p*+p—2) = P 1
p+2
Y(p)p—1)p+2) = P



Asadar,

si deci,cu formaula lui Mellin

ePt ePt
y(t) = Res (p2 — 1, 1> + Res (192—_1, —1>




